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摘 要

摘 要

分布式模型预测控制具有控制性能出色、多约束和多目标处理能力强、灵活

性和容错性高等优点，在智能电网、城市交通网络、工业控制等诸多领域得到了

广泛应用。在该类控制系统中，负责局部优化的节点的计算资源往往有限且节点

之间信息的传输容易受到网络资源的限制。这使得只在特定的时刻执行控制动

作的事件驱动策略成为分布式模型预测控制中的研究热点。

尽管已经取得一定的研究进展，但兼顾系统稳定性和算法可行性的低触发

策略仍有待研究，其核心原因是用于确保稳定性的 Lyapunov函数递减原则和基
于不精确的状态预测误差保证可行性所必然带来的频繁触发问题。面向这一挑

战，本文从改变稳定性保证原则和提高预测误差精度的角度展开分布式模型预

测控制的事件驱动策略研究，具体工作包括：

1. 面向 Lyapunov 分析方法保守的触发策略设计，提出了自适应事件触发分
布式模型预测控制策略。定义了具有衰减预测时域的最优控制问题并基于

此设计了触发条件，降低了计算复杂度和触发频率，从而降低了计算和通

信负载。

2. 面向邻居信息非精确可知的触发策略设计，提出了复合事件触发分布式模
型预测控制策略，解决了在单一稳定性触发条件下频繁触发问题。设计了

与邻居系统估计信息无关的稳定性触发条件，其联合基于 Lyapunov 函数
的稳定性条件以并行触发的方式，降低了事件触发频率。

3. 面向预测模型不精确的触发策略设计，提出了基于扰动预测的自适应事件
触发分布式模型预测控制策略，提高了模型预测精度。设计了基于中心路

径的扰动预测方案和自适应触发阈值方案，降低了状态预测误差，提高了

触发阈值，显著降低了触发频率。

4. 面向系统动态互联的触发策略设计，提出了滚动自触发分布式模型预测控
制策略，简化了优化问题设计，减小了状态预测误差估计的保守性。设计

了双模型最优控制问题，简化算法可行性分析的同时优化了控制性能。设

计了滚动自触发机制，增大了自触发的触发间隔，降低了计算和通信负载。

综上所述，本文对分布式模型预测控制的事件驱动策略设计和分析进行了

系统性的研究，创新地提出了对应的解决方案，推动了分布式模型预测控制的进

一步发展。

关键词：分布式模型预测控制 事件触发控制 自触发控制 计算和通信资源

受限

I



Abstract

ABSTRACT
Distributed model predictive control (DMPC) has the advantages of excellent con-

trol performance, strong multi-constraint and multi-objective processing ability, flexi-
bility and high fault tolerance, and has been widely used in many fields such as smart
power grids, urban traffic networks, and industrial control. In this kind of control sys-
tem, the computing resources of nodes responsible for local optimization are often lim-
ited and the transmission of information between nodes is easily restricted by network
resources. This makes the event-driven strategy that only executes the control action at
a specific time become a research hotspot in distributed model predictive control.

Although some research progress has been made, the low trigger strategy that takes
into account the stability of the system and the feasibility of the algorithm remains to
be studied. The core reason is that the Lyapunov function decreasing principle used
to ensure stability and the inexact state prediction error to analyze the feasibility will
inevitably bring frequent trigger problems. In response to this challenge, this disserta-
tion studies the event-driven strategy of distributed model predictive control from the
perspective of changing the stability guarantee principle and improving the accuracy of
prediction error. Specifically,

1. Aiming at the triggering strategy design under the conservative Lyapunov analy-
sis method, an adaptive event-triggered DMPC strategy is proposed. The optimal
control problem with decreased prediction horizon is defined and the triggering
conditions is designed based on this, reducing computational complexity and trig-
gering frequency, thereby reducing computational and communication loads.

2. Aiming at the triggering strategy design under the imprecise knowledge of neigh-
bor information, a compound event-triggered DMPC strategy is proposed, which
solves the problem of frequent triggering under a single stable triggering con-
dition. A stability triggering condition independent of the neighbor system es-
timation information is designed, which combines the stability condition based
on the Lyapunov function to trigger in parallel, and reduces the event triggering
frequency.

3. Aiming at the triggering strategy design under the inaccurate prediction model, an
adaptive event-triggered DMPC strategy based on disturbance prediction is pro-
posed, which improves the accuracy of model prediction. The disturbance predic-
tion scheme based on the central path and the adaptive trigger threshold scheme
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Abstract

are designed to reduce the state prediction error, improve the trigger threshold,
and significantly reduce the trigger frequency.

4. Aiming at the triggering strategy design under dynamic interconnection of sys-
tems, a rolling self-triggered DMPC strategy is proposed, which simplifies op-
timal control problem design and reduces the conservatism of state prediction
error estimation. A dual model optimal control problem is designed to simplify
the feasibility analysis of the algorithm while optimizing control performance. A
rolling self-triggering mechanism is designed to increase the trigger interval of
self-triggering and reduce computational and communication loads.
In summary, this dissertation systematically studies the event-driven strategy de-

sign and analysis of DMPC, innovatively proposes corresponding solutions, and pro-
motes the further development of DMPC.

Key Words: Distributed model predictive control, Event-triggered control, Self-
triggered control, Limited computation and communication resource
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1.1 研究背景及意义

实际的工业对象大都是非线性系统，不但会受到各种外界不确定性干扰，还

会受到如执行器饱和、实际工艺限制的安全性、经济性等多种约束 [1]。例如实
际的化学反应釜，被控对象是非线性模型，为了保证安全性需要将反应釜的温

度和压力控制在一定的范围内 [2]。这使得用经典的控制理论设计的控制器应用
到受约束的系统效果不佳，原因是设计控制器时无法考虑系统所需要满足的约

束。另一方面，人们不再满足于简单的镇定系统，而希望系统能具有更好的控制

性能，例如增加系统响应速度的同时减小系统的振荡。最优控制 [3-4]随之产生，
最优控制的高性能依赖于高精度的系统模型，但是实际系统一方面受到外部不

确定的影响，另一方面现代工业系统也变得越来越复杂，伴随着时变性、非线性，

这使得精确的数学模型难以建立，最优控制应用到一些实际系统效果并不佳 [5]。
因此，实际工业过程控制需要一种控制方法能在处理系统非线性、多约束的情况

下，达到一定的优化性能，同时具有一定的鲁棒性。在这样的背景下，模型预测

控制（Model Predictive Control，MPC）应运而生。模型预测控制是研究者于上
世纪 70年代提出的一种优化控制方法 [6]，在当前采样时刻在线求解给定性能指
标以及系统约束的优化问题，在获得一系列控制量后将第一个控制量运用到系

统中。下一采样时刻，在采样出对象的实际输出后，通过反馈策略，对模型进行

修正，然后重复上述操作，进而也对模型误差进行了反馈校正 [7-8]。所以，鉴于
以上优势，模型预测控制不仅在理论研究上取得了丰硕的成果 [9-11]，也广泛应
用于多种领域，例如电力电网 [12]、化工 [13]、车辆 [14]、水下航行器 [15]等。
随着生产的发展和科技的进步，实际很多系统趋向复杂大规模化，例如电

力系统、城市交通网、城市水资源分配系统、多智能车辆系统等普遍具有多子系

统、多约束、维数高、结构复杂、地域分散等特点。传统的集中式模型预测控制

很难在这些大型系统实施，原因主要有三点：1）随着系统规模变大、系统维数
高、约束多、决策变量多，采用集中式控制会导致巨大的计算量；2）集中式控
制灵活性差、可靠性低，一旦集中控制器发生故障，整个系统失控；3）某些情
况下无法实施集中式控制，例如多智能车辆系统，每个车辆的控制器无法获得全

局信息 [16-17]。基于上述原因，研究学者对分布式控制进行了深入研究，进而
诞生了分布式模型预测控制（Distributed Model Predictive Control, DMPC）。分布
式模型预测控制首先继承了模型预测控制直接处理约束和优化控制性能等优势，

同时具备分布式控制结构的优势，即：1）将一个复杂大规模优化问题分解成多
个子问题，分配给各个子系统处理，进而降低计算复杂度；2）分布式的控制结

1
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构避免了单个系统失稳引起的全局失稳，增加了系统的容错性；3）每个子系统
无需系统的全局信息，可以灵活部署；4）允许子系统之间信息交互，从而优化
整体的控制性能 [18-20]。因此，分布式模型预测控制已经在工业领域和理论研
究方面引起广泛关注。

传统的分布式模型预测控制采用的是时间触发机制，也就是周期性地进行

优化问题的求解以及子系统之间的信息交互，这不可避免地导致了计算资源和

通信资源的浪费。在倡导资源高效利用的背景下，灵活且节约资源的控制方法更

符合时代要求。此外，在某些给定的控制结构和共享网络下，计算和通信资源是

有限的，也亟需寻找一种控制方式来达到降低资源消耗的目的。事件驱动控制

则是针对此问题的一种好的解决方案。在事件驱动控制中，控制动作（采样、计

算、传输等）的执行只在某些事先设计好的触发条件满足时才执行，而不是周期

性地进行，从而降低触发频率，进而降低资源消耗 [21-23]。将事件驱动与分布
式模型预测控制结合形成事件驱动分布式模型预测控制。在事件驱动分布式模

型预测控制中，优化问题的计算和子系统之间的信息交互只在特定的触发时刻

进行，因而能够有效地降低计算和通信负载。近些年在学术界和实际应用领域引

起了广泛关注。

1.2 模型预测控制原理及研究现状

1.2.1 模型预测控制原理

模型预测控制是一种开环预测策略。在每个采样时刻，基于当前信息，在线

求解一个有限时域的最优控制问题（Optimal Control Problem，OCP），该优化问
题以最小化代价函数为目标，以控制输入序列为决策变量，并显式地处理系统所

需要满足的约束。优化结果是得到一个最优控制序列，在当前时刻将控制序列中

的第一个元素应用到系统中而非逐个使用控制序列中的元素。最小化代价函数

涉及系统的未来行为，而未来行为是基于系统模型预测的，所以称为模型预测控

制。在下一采样时刻，基于最新采样得到的信息重复上述优化过程。这样滚动式

地向前预测，因而也被称为滚动时域控制。

以下通过一个系统来说明模型预测控制的原理。考虑如下离散时间系统

𝑥(𝑘 + 1) = 𝑓(𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘)) (1.1)

其中 𝑥(𝑘)和 𝑢(𝑘)分别是系统的状态和控制输入。系统所需要满足的约束是

𝑥(𝑘) ∈ 𝕏, 𝑢(𝑘) ∈ 𝕌

集合 𝕏和 𝕌是包含原点的紧集。
2
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过去 将来

对系统应用𝑢𝑘|𝑘
∗

预测范围

𝑘 − 2 𝑘 − 1 𝑘 𝑘 + 1 𝑘 + 2 𝑘 + 3 𝑘 + 4 𝑘 +𝑁

𝑥𝑘

过去 将来

对系统应用𝑢𝑘+1|𝑘+1
∗

预测范围

𝑘 − 2 𝑘 − 1 𝑘 𝑘 + 1 𝑘 + 2 𝑘 + 3 𝑘 + 4 𝑘 + 𝑁 𝑘 + 𝑁 + 1

𝑥𝑘+1

图 1.1 模型预测控制原理图

黄色和绿色的线分别表示过去的状态和输入轨迹，紫色和红色的线分别表示未来

的状态和输入轨迹。

模型预测控制在线求解一个最优控制问题以获得针对期望性能指标优化系

统未来行为的控制动作，使用的是系统动态模型来预测系统未来行为。最优控制

输入可以通过求解以下最优控制问题得到。

min
u(𝑘)

𝐽(𝑘) =
𝑁−1

∑
𝑚=0

𝐿(𝑥(𝑘 + 𝑚|𝑘), 𝑢(𝑘 + 𝑚|𝑘)) + 𝐹 (𝑥(𝑘 + 𝑁|𝑘)) (1.2a)

s.t. 𝑥(𝑘 + 𝑚 + 1|𝑘) = 𝑓(𝑥(𝑘 + 𝑚|𝑘), 𝑢(𝑘 + 𝑚|𝑘)) (1.2b)

𝑥(𝑘|𝑘) = 𝑥(𝑘) (1.2c)

𝑥(𝑘 + 𝑚|𝑘) ∈ 𝕏 (1.2d)

𝑢(𝑘 + 𝑚|𝑘) ∈ 𝕌, 𝑚 = 0, ⋯ , 𝑁 − 1 (1.2e)

𝑥(𝑘 + 𝑁|𝑘) ∈ 𝕏𝑓 , (1.2f)

其中 𝐽(𝑥(𝑘),u(𝑘))是代价函数，表示具体的优化性能指标，𝑁 是有限的预测时域。
𝑥(𝑘 + 𝑚|𝑘)表示在当前时刻 𝑘对未来时刻 𝑘 + 𝑚的预测状态，其演化基于系统动
态方程 (1.1)和当前的初始状态 𝑥(𝑘), u(𝑘) = {𝑢(𝑘|𝑘), 𝑢(𝑘 + 1|𝑘), ..., 𝑢(𝑘 + 𝑁 − 1|𝑘)}
是预测控制序列。(1.2d)-(1.2f)分别是系统的状态约束、控制约束、终端状态约束。
如图1.1所示，在当前时刻 𝑘，求解上述最优控制问题，从而得到最优控制序

列 u∗(𝑘),然后将控制序列中的第一个元素，即：𝑢∗(𝑘|𝑘)，用到系统中。在下一个
采样时刻 𝑘 + 1，测量得到最新的状态信息 𝑥(𝑘 + 1)，然后重复上述过程。

1.2.2 模型预测控制研究现状

模型预测控制自上世纪 70年代提出就一直根据不同的需求而改进，最初为
了应用于工业过程控制，诞生了动态矩阵控制 [24]，但是稳定性难以分析，于是
后续产生了广义预测控制 [25-26],此算法可以定量分析系统的闭环稳定性。但是
此算法难以推广到具有约束、非线性等特点的系统中。

3
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为了能从理论的角度分析模型预测控制的闭环稳定性，学者做了多方面尝

试。首先是 1978年 Kwon等人 [27]对于线性系统提出的终端等式约束，将最后
的预测状态强制设置为零。研究 [28-29]对非线性系统做了同样的终端等式约束,
但是从计算角度来看，在非线性情况下，终端等式约束的精确满足需要无限次迭

代，在实际应用中很难保证，难以推广。通常模型预测控制是求解一个有限时域

的优化问题，但是在 1990年 Bitmead等人的研究中表明一般形式的有限时域模
型预测控制难以保证系统的稳定性，闭环稳定性只能通过对预测时域、加权矩

阵等参数的适当调整来保证。因此，Bitmead等人 [30]提出了一种无限预测时域
的方法来保证稳定性，但是只能求解无约束的线性系统。对于线性约束的系统，

Rawlings等人 [31]提出了一种无限预测时域、有限控制时域方案，系统的闭环
稳定性由约束的可行性保证，与性能参数的选取无关，但是无限时域实际难以

实施。针对终端等式约束难以满足，无限时域不易实施问题，Michalska等人于
1993年在 [32]中提出了有限预测时域的终端不等式约束模型预测控制方案。该
方案提出了一种双模策略，在终端区域内采用局部线性状态反馈控制器，在终端

区域外采用模型预测控制器，通过切换两个控制器，根据终端区域内外的状态来

实现闭环稳定控制。Chen等人在此基础上提出伪无限时域的模型预测控制方案，
给出了终端区域和终端权重矩阵的具体确定方法，在终端区域内，一个带有权重

矩阵的终端代价可以近似替代无限时域的代价，进而保证了系统的稳定性 [33]。
实际系统会带有不确定性，例如外部扰动和模型不匹配，如何有效地处理不

确定性，是理论研究和实际应用都需关注的重要话题。模型预测控制本身具有一

定的鲁棒性，也就是对于充分小的扰动，标准的模型预测控制依旧可以达到预期

控制性能 [34]。然而，标准模型预测控制的鲁棒性有限，可能无法在实际系统中
提供足够的性能。因此，许多研究工作都致力于开发鲁棒模型预测控制，旨在保

证约束和不确定性存在情况下的闭环性能。根据现有的鲁棒模型预测控制研究

中对不确定性处理策略，主要有三种方法：基于管（tube-based）的方法、基于
最小-最大优化（min-max）的方法和约束收缩（constraint tightening）方法。

1) 基于管的MPC：我们知道对于不确定性系统，采用闭环反馈控制优于开环

控制，而标准的MPC是开环控制。因此，研究学者希望在MPC预测中包含
反馈部分。在MPC优化问题中，通过使用依赖于系统状态的控制律来实现
反馈MPC。然而，这样不可避免地会导致更复杂的最优控制问题。为了解
决这个问题，研究学者提出了基于管的MPC。基于管的MPC是 Chisci以及
Mayne等人在 2001年明确提出的 [35-36]，基本思想是基于局部反馈控制
律收紧状态约束集合，从而保证所有可能实现的不确定性下约束满足 [1]，
例如研究 [36]将 (1.2d)中的状态约束修改为 𝑥(𝑘 + 𝑚|𝑘) ∈ 𝕏 ⊖ 𝔹, (1.2e)控制
约束修改为 𝑢(𝑘 + 𝑚|𝑘) ∈ 𝕌 ⊖ 𝐾𝔹,其中集合 𝔹是状态预测误差集，𝐾 是反
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馈增益。基于管的 MPC研究一开始是从固定不变的管开始 [36-39]，也就
是管道的横截面 𝕏 ⊖ 𝔹和 𝕌 ⊖ 𝐾𝔹是离线计算好的，在线优化中是固定不
变的，但是这样固定的管道很难准确近似不确定性的影响，所以后面学者

提出动态管的MPC[40-43]。研究 [41]在乘性不确定性情况下，使用多面体
管道横截面限制不确定性。在研究 [42]提出的动态管 MPC中，横截面与
部分状态和控制输入相关，从而允许管更灵活的变化，降低固定截面的保

守性。研究 [43]提出在线构造管来收缩状态和输入约束，虽然增加了在线
计算量，但是所提框架能更好的处理不确定性，适用范围更广。

2) 基于 min−max MPC：当参数不确定性和附加扰动同时存在时，设计标准

的MPC是比较困难的，min-maxMPC是一种很好的解决方法。与基于管的
MPC不同的是，min-max MPC是通过最小化最坏情况代价函数，同时满足
所有可能的不确定性的约束获得控制输入 [44-46]。其基本原理是考虑所有
可能的不确定性，对最坏情况的代价函数求最小值，其中约束的满足也是对

于所有可能的不确定性。min-max MPC可以分为开环min-max MPC[47-50]
和闭环 min-max MPC [45-46, 51-53]。研究 [47] 针对输入饱和多面体不确
定性系统,利用 min-max MPC产生鲁棒控制器使得系统稳定。研究 [49]针
对线性参数时变系统，提出了准min-max MPC方法，将代价函数分成两阶
段计算，第一阶段不涉及不确定性，从而减少算法保守性。研究 [50]对多
面体不确定性系统提出了一种参数依赖的开环 min-max MPC，类似于反馈
MPC，所以一定程度降低了开环min-max MPC的保守性。由于开环预测和
较小的吸引域导致开环 min-max MPC保守性较大。如果将控制律 (而不是
控制动作)作为决策变量，预测的被控系统对扰动的影响做出反应，因此
解的保守性较小，称为闭环 min-max MPC，其能够提供更大的吸引域和更
好的闭环性能指标。Raimondo等人在 [46]提出了一种用于非线性系统的
新型 min-max MPC方案，以建立 ISpS条件，用来确保闭环系统状态的显
式上界。Hu等人在 [51]针对未知初始状态的离散时间系统提出输出反馈
min-max MPC。Li等人针对受约束的网络化控制系统提出了一种 min-max
方法，其能有效地处理系统通信存在的时延和丢包。

3) 约束收缩法：约束收缩方法的主要思想是将预测状态约束到一个逐渐收缩
的集合。当系统存在不确定性时，由于状态受到约束，MPC的迭代可行性
（优化问题解的存在性）难以保证（系统状态约束可能不满足）。如果系统

的预测状态轨迹随着时间的推移而被约束到逐渐收缩的集合，那么状态在

下一时刻能继续满足状态约束，进而保证 MPC 的迭代可行性。Marruedo
等人在 [54]首次提出约束收缩法，基于系统的真实状态与预测状态之间的
误差来建立约束收缩集。基于这样的思路，后续学者在研究 [55-58]中逐渐
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优化约束收缩策略，使其能应用更广泛。Li等人在 [59-61]针对受扰的非
线性系统提出一种鲁棒约束，预测状态值的允许上界随时间逐渐减小。基

于所提的鲁棒约束，MPC的迭代可行性和系统的稳定性得以保证。

1.3 分布式模型预测控制原理及研究现状

1.3.1 分布式模型预测原理及分类

实际系统逐渐向大规模方向发展，研究对象的分布区域逐渐扩大、子系统不

断增多、系统间连接日益复杂（如车联网 [62]和电力能源网 [63]等）。针对这类
系统，分布式模型预测控制有着广泛的应用，它通过对原始大规模优化问题进行

分解来降低优化问题的规模，有效提高了计算效率。此外，允许子系统之间的信

息交互促使系统的整体控制性能保持较优的水平 [64-65]。分布式模型预测控制
主要有分散式结构和分布式结构。

1)分散式控制结构如下图1.2所示,以两个子系统为例。分散式结构将系统分
成若干个分散的子系统，针对每个子系统单独优化，局部控制器只求解子系统自

身的局部优化问题，控制器之间没有信息交互，所以此结构适用于子系统之间无

耦合或者耦合较弱的系统 [66-68]。以下简单说明分散式模型预测控制原理。对
于每个子系统 𝑖来说，典型的分散式模型预测控制定义如下：

子系统1

执行器1传感器1

控制器1

子系统i

执行器i传感器i

控制器i

子系统M

执行器M传感器M

控制器M

图 1.2 分散式控制结构

min
u𝑖(𝑘)

𝐽𝑖(𝑘) (1.3a)

s.t. 𝑥𝑖(𝑘 + 𝑚 + 1|𝑘) = 𝑓𝑖(𝑥𝑖(𝑘 + 𝑚|𝑘), 𝑢𝑖(𝑘 + 𝑚|𝑘)) (1.3b)

𝑥𝑖(𝑘|𝑘) = 𝑥𝑖(𝑘) (1.3c)

𝑥𝑖(𝑘 + 𝑚|𝑘) ∈ 𝕏𝑖 (1.3d)

𝑢𝑖(𝑘 + 𝑚|𝑘) ∈ 𝕌𝑖 (1.3e)

𝑥𝑖(𝑘 + 𝑁|𝑘) ∈ 𝕏𝑓
𝑖 . (1.3f)

可以看出每个子系统 𝑖 仅仅求解自身的局部优化问题且局部控制器之间没
有信息交互。Magni等人在 [69]提出了一种用于受衰减扰动影响的非线性离散
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时间系统的分散模型预测控制算法，在此算法中本地控制器之间不交换信息，闭

环系统的稳定性依赖于每个 MPC中的收缩约束。Raimondo等人在 [70]中，从
输入到状态稳定性 (ISS)的角度分析了分散式模型预测控制的稳定性。Alessi等
人在 [71]中，在线性系统的背景下考虑了分布式控制器之间通信中可能出现的
数据包丢失，并分析了它们对闭环系统稳定性的影响。由于分散式MPC局部控
制器之间没有信息交互，所以并不能达到预期的控制性能，进而为了获得更好的

控制性能，采用了分布式结构。

2）分布式控制结构如下图1.3和图1.4所示。在分布式控制结构中，不同控制
器之间有一定的信息交互，进而提升了控制性能 [72-73]。在分布式控制结构中，
可以根据局部控制器优化问题中使用的成本函数进行分类。具体来说，可以将每

个局部控制器优化一个局部代价函数的分布式算法称为非协作 DMPC算法，将
每个局部控制器优化一个全局代价函数的分布式算法称为协作 DMPC算法 [74]。

通信网络

子系统1

执行器1传感器1

控制器1

子系统i

执行器i传感器i

控制器i

子系统M

执行器M传感器M

控制器M

图 1.3 局部控制器位于本地的分布式控制结构

子系统M

执行器M传感器M

控制器M

子系统i

执行器i传感器i

控制器i

通信网络

计算中心（远程控制器）

子系统1

执行器1传感器1

控制器1

图 1.4 局部控制器位于远程的分布式控制结构

非协作 DMPC：在非协作 DMPC中，每个局部控制器只优化自身局部成本
函数，其与分散式 DMPC的区别在于分散式 DMPC局部控制器求解自身局部优
化问题时不考虑网络拓扑中其他子系统的信息，而非协作 DMPC则会考虑网络
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拓扑中邻居的信息，将邻居的信息作为自身局部优化问题的有益信息并加以利

用 [75-76]。在大多数非协作 DMPC中，局部控制器一般都是并行计算的，也就
是各个子系统的优化问题是同时求解的。在一个采样时间内，控制器可能求解一

次 (非迭代)或多次 (迭代)。以下对于耦合系统定义一个优化问题，解释非协作
DMPC。对于子系统 𝑖，一般性局部优化可以定义如下：

min
u𝑖(𝑘)

𝐽𝑖(𝑘)

s.t. 𝑥𝑖(𝑘 + 𝑚 + 1|𝑘) = 𝑓𝑖(𝑥𝑖(𝑘 + 𝑚|𝑘), 𝑢𝑖(𝑘 + 𝑚|𝑘)) + ∑
𝑗

𝑔𝑖𝑗(𝑥𝑗(𝑘 + 𝑚|𝑘)) (1.4a)

𝑥𝑖(𝑘|𝑘) = 𝑥𝑖(𝑘) (1.4b)

𝑥𝑖(𝑘 + 𝑚|𝑘) ∈ 𝕏𝑖 (1.4c)

𝑢𝑖(𝑘 + 𝑚|𝑘) ∈ 𝕌𝑖 (1.4d)

𝑥𝑖(𝑘 + 𝑁|𝑘) ∈ 𝕏𝑓
𝑖 . (1.4e)

可以看出预测模型(1.4a)中含有子系统 𝑖的邻居 𝑗 的信息，从而子系统之间存在
信息交互。对于非耦合系统，信息交互一般体现在代价函数 𝐽𝑖(𝑘)中而非预测模
型中，具体可以参考研究 [59-61]。

协作 DMPC：非协作 DMPC相对于分散式 DMPC确实在控制性能上有所提
升，但是相对于集中式MPC，控制性能还是有所牺牲，所以学者在非协作DMPC
的基础上进一步提升控制性能，进而研究协作 DMPC。协作 DMPC的主要特点
是在每个局部控制器中优化相同的全局代价函数。在协作 DMPC中，每个控制
器通过使用全局成本函数来考虑其输入对整个系统的影响。在每次迭代中，每个

控制器在假设其邻居的输入都固定为事先确定值的前提下，优化自己的控制输

入。然后，所有控制器共享求解得到的最优控制输入，当前时刻控制器的最终最

优输入是当前优化问题的最优解与上一时刻最优输入的加权和。以下通过定义

一个协作优化问题问题来解释协作 DMPC。

min
u𝑖(𝑘) ∑

𝑖
𝐽𝑖(𝑘)

s.t. 𝑥(𝑘 + 𝑚 + 1|𝑘) = 𝑓(𝑥(𝑘 + 𝑚|𝑘), 𝑢(𝑘 + 𝑚|𝑘)) (1.5a)

𝑥𝑖(𝑘|𝑘) = 𝑥𝑖(𝑘) (1.5b)

𝑥(𝑘 + 𝑚|𝑘) ∈ 𝕏 (1.5c)

𝑢𝑖(𝑘 + 𝑚|𝑘) ∈ 𝕌𝑖 (1.5d)

𝑢𝑗(𝑘 + 𝑚|𝑘) = 𝑢𝑐−1
𝑗 (𝑘 + 𝑚|𝑘), 𝑗 ≠ 𝑖 (1.5e)

𝑥𝑖(𝑘 + 𝑁|𝑘) ∈ 𝕏𝑓
𝑖 . (1.5f)
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可以看到在每次迭代 𝑐，每个控制器 𝑖知道整个系统动态并求解一个全局代价函
数。在控制器求解得到最优解 𝑢∗

𝑖 (𝑘 + 𝑚|𝑘)后，在当前迭代 𝑐最优输入构造为:

𝑢𝑐
𝑖 (𝑘 + 𝑚|𝑘) = 𝛼𝑖𝑢𝑐−1

𝑖 (𝑘 + 𝑚|𝑘) + (1 − 𝛼𝑖)𝑢∗
𝑖 (𝑘 + 𝑚|𝑘)

其中 𝛼𝑖是每个子系统的权重系数。

1.3.2 分布式模型预测研究现状

对于分布式模型预测控制的研究可以追溯到上世纪 90年代 [77-78]。根据子
系统动态之间是否耦合，我们将系统分为耦合系统和非耦合系统。以下针对这两

类系统的分布式模型预测控制的成果阐述研究现状。

非耦合系统的分布式模型预测控制中子系统之间没有物理互联，子控制器

之间存在信息交互。在给定约束的情况下，通过优化和协调完成最终的目标。为

了达到最终的目标，局部优化问题中的优化指标通常包含子系统自身的信息以

及其邻居的信息，优化得到的结果通过信息交互实现与邻居系统的协调。Dunbar
等人在 [79]中针对多车辆编队系统提出非协作 DMPC方法，每个局部优化问题
的代价函数中包含了邻居的预测状态信息，并引入了兼容性约束，从而保证了优

化问题的迭代可行和整个车辆系统的一致。Wang等人在研究 [80]中将 [79]中的
结果拓展到非完整车辆系统，通过使用兼容性和避碰约束来避免车辆碰撞。此

外，由于非完整车辆的线性化是不稳定的，构造了新的终端约束和非线性辅助控

制器实现控制目标。Li等人在 [81]中研究了线性多智能体的一致性，提出了一
种新的 DMPC策略，使得每个多智能体在每个时刻只和其邻居交换一次状态信
息，进而比需要多次交换信息的研究 [79-80]更有效地节约了通信资源，并且证
明了在此策略中一致性拓扑可以通过求解局部优化问题显式的表达。Gao 等人
在 [82]中针对动态解耦的非线性系统，提出了一种协作 DMPC策略。子控制器
的优化指标包括局部动力学设计的跟踪项以及子系统本身状态和邻居状态的偏

差项。在优化问题中添加了限制预测状态和假设状态之间偏差的一致性约束，以

实现稳定性。Wang和 Duan等人在 [83]针对单积分和双积分多智能体系统提出
DMPC算法，该算法同时优化一致性状态和控制输入，与固定端点的 DMPC研
究 [82]相比具有更大的优化空间（解的空间更大）。
近些年不仅在理论上对 DMPC 的研究取得了重要成果，在实际应用中，

DMPC 也受到广泛关注。Yang 等人在 [84] 中研究了一种基于新型低阶模型的
多级带式输送机系统分布式经济模型预测控制方法。该方法利用相邻传送机的

状态信息来表示局部优化控制问题的协同代价函数，提高了系统的经济性能，降

低了能耗。Nawaz等人在 [85]中提出基于 DMPC的多微电网能量调度问题，引
入新的松弛变量作为优化变量，在考虑电池退化的情况下将电池电量状态限制
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在最优范围内。在此基础上，提出了基于加速分布式增强拉格朗日的分布式协调

策略，通过各微电网之间的协调合作来实现能量交换，从而提高供电可靠性，实

现单个微电网的供需平衡，并减少电池退化以延长循环寿命。Shen等人在 [86]
中研究了自主水下航行器的轨迹跟踪控制，提出了新的非线性 DMPC算法，证
明了在子问题中提出的收缩约束可以保证自主水下航行器轨迹的收敛性，进一

步开发了一种实时 DMPC算法，实现了控制性能和计算复杂度的平衡。
实际许多大型系统是耦合系统，例如智能电网 [87]、化工过程 [88]、城市配

水系统 [89]等。耦合系统的特点是指子系统之间质量或者能量相互作用。子系
统的演化直接受到邻居系统的影响，增加了控制难度，尤其是对于强耦合系统。

这种情况下的 DMPC设计应特别重视对耦合项的处理。虽然邻居的信息在上一
次执行时刻已经传输到子系统中，但是由于并不能传输未来时刻的真实信息，所

以子系统只能对邻居信息进行预测，而预测误差会影响算法的可行性，并进一步

降低全局性能。研究者对耦合项的处理采用了不同的方法，有的学者将耦合项

当成外部扰动处理，例如 [90-92]。Jia等人在 [90]中研究了耦合非线性系统，每
个控制器将来自其他子系统的信号视为其局部模型的扰动输入，进而采用基于

min-max的 DMPC策略来处理耦合项，给出了算法可行和系统稳定的充分条件。
Liu等在 [91]针对非线性弱耦合系统提出了鲁棒 DMPC策略，通过在局部优化
问题中引入一个新型鲁棒约束同时处理扰动和耦合项，进而保证了算法迭代可

行性和系统的稳定。Riverso等在 [92]提出基于管的 DMPC方法，其采用稳定反
馈控制律来抑制耦合和外部扰动导致的预测状态和实际状态之间的偏差，从而

降低了保守性。将耦合当做扰动来处理使得子系统之间没有信息交互，从而牺牲

了部分控制性能。因此，有的学者在优化问题中考虑耦合项导致的影响，这样子

系统之间存在信息交互，从而提升控制性能，例如 [93-95]。Dunbar等人在 [93]
研究了动态耦合非线性系统的 DMPC算法。在此算法中，优化问题的预测模型
考虑了邻居系统的状态信息，提出的兼容性约束使得预测状态轨迹与假设的状

态轨迹相近，从而保证了算法的迭代可行性。Zheng等在 [96]中对耦合线性系统
提出新的 DMPC框架，其中子系统的局部优化问题不仅考虑了子系统自身的性
能，而且考虑了相邻子系统的性能。在优化中，每个局部控制器不仅考虑来自其

邻居的影响，还考虑了控制应用到其邻居造成的影响，以提高全局性能。Long等
人在 [97]中针对线性耦合系统提出了基于压缩理论的 DMPC方案，利用压缩理
论估计状态预测误差，与之前对于耦合系统使用 Lipschitz条件的研究相比，保
守性更低，允许更强的耦合度。

DMPC在耦合系统的应用方面也比较广泛，例如针对暖通空调系统，Ma等
人在 [98] 提出了一种优先级协调的 DMPC，该策略由优先级协调层和较低的
DMPC层组成。在协调层，提出了一种具有优先级的热边界计算机制用于调整
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DMPC的热边界，解决子系统竞争资源时的资源分配问题，在满足热舒适性的同
时降低了运行成本。Alejandro等人在 [99]中针对智能电网采用了基于拉格朗日
的 DMPC策略，解决了电网中环境与经济联合调度的问题。此外还有城市配水
系统 [89]、苯催化烷基化工艺 [100]等的应用。

1.4 基于事件驱动的模型预测控制

1.4.1 基于事件驱动的模型预测控制研究现状

MPC中优化问题的计算需要消耗计算资源，并且在网络化控制架构下，求
解得到的信息需要通过网络传输进而消耗通信资源。传统时间驱动的控制方式

无疑会导致资源的浪费，甚至在一些资源受限的场景中难以实施MPC算法。与
时间驱动的控制方法相比，基于事件驱动的控制可以降低控制动作的执行频率，

同时可以保持预期的控制性能。原因是在事件驱动中控制动作只在事先定义的

良好的事件发生时才会执行，从而降低计算和传输的频率 [101]。基于事件驱动
的控制主要可以分为两类：事件触发控制（Event-Triggered Control）和自触发控
制（Self-Triggered Control）。基于事件驱动的控制设计的核心是触发条件的设计。
根据设计的条件可进一步将事件触发控制分为：静态事件触发 [102]，动态事件
触发 [103]，混合事件触发 [101]，自适应事件触发 [104]。将MPC与事件触发控
制/自触发控制结合进而形成事件触发MPC（Event-Triggered MPC，ET-MPC）/自
触发MPC（Self-Triggered MPC，ST-MPC），可以有效的降低计算和通信负载。
在 ET-MPC中，一般设计一个与状态有关的触发条件，然后在每个时刻去

检测触发条件是否满足。只有当触发条件满足时，控制器才更新状态信息并求

解 OCP，求解得到的最优信息将被传输到执行器端。所以触发条件的设计尤其
重要，关乎资源和控制性能之间的平衡。根据事件触发条件的设计，ET-MPC可
以分为静态 ET-MPC[61, 105-108]、动态 ET-MPC、混合 ET-MPC[109-110]。根据
触发条件设计原则分为两类。1）为了保证 MPC算法的迭代可行性。这类触发
条件一般基于预测状态和真实状态之间的偏差，例如 [105-108, 110]。Wang等人
在 [106]中针对非线性离散时间受扰系统提出了两种事件触发策略，一种基于可
行性的关于状态预测误差的单模触发策略，一种是基于可行性的双模触发策略。

进一步地，为了更充分降低触发频率，节约计算资源，其在 [110]中针对连续时
间非线性系统提出混合 ET-MPC策略，触发阈值由一个与状态相关的函数和一
个固定常值组成，其验证了此策略能更有效地降低触发频率。Hashimoto等人在
[107]提出了事件触发采样方案，在此方案中预测时域是自适应的，触发阈值是
与预测时域相关的。一方面逐渐减小的预测时域能降低计算量，另一方面可变的

触发阈值能有效减少触发频率，从而节约计算和通信资源。基于研究 [107]，Sun
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等人针对独轮机器人的跟踪问题提出了自适应预测时域的 ET-MPC方法，通过
衰减的预测时域，降低了触发频率，实现了机器人跟踪目标的同时降低了 MPC
的计算负载。2）另一类是基于系统稳定性。这类触发条件一般是基于设计一个
递减的 Lyapunov函数，从而保证系统的稳定，例如研究 [111-113]。早期 Eqtami
等人在 [111]基于系统的 ISS稳定，提出了包含状态测量误差的稳定性触发条件，
并将此方法拓展到MPC中，形成了基于稳定性触发条件的 ET-MPC。注意到对
于连续系统，连续地检测触发是难以实现的。于是 He等人在 [113]中针对采样
数据系统提出了基于非单调 Lyapunov函数的 ET-MPC方法，触发条件只在采样
时刻检测。ET-MPC的触发条件中一般会涉及状态预测误差，所以如果系统的不
确定性较大则会导致触发频繁。针对此问题，Yoo等人在 [112]中提出了基于统
计学习的不确定补偿 ET-MPC策略，进而有效了减小不确定性的影响，更有效地
降低触发频率。注意到在 ET-MPC中，触发条件需要周期性或者连续地监测造成
了一定的传感器负载。为此，研究学者提出了 ST-MPC方案。

ST-MPC根据当前触发时刻获得的测量值提前确定下一个触发时刻，因此不
需要监测触发条件是否满足，并且优化问题的求解和信息的传输只发生在触发

时刻，从而降低计算/通信负载。自触发条件的设计主要也是基于MPC算法迭代
可行性和系统稳定性，根据触发间隔的确定方式，我们可以将 ST-MPC分为两类。
1）根据系统状态和输入等信息建立等式/不等式确定，如 [56, 114-115]。Cui等人
在 [114]中基于优化问题迭代可行性对非线性信息物理系统提出了双模 ST-MPC
策略，即在终端约束内外触发策略不同，验证了此策略比传统策略更有效地降

低了通信负载。Hashimoto等人在 [115]中针对非线性输入仿射网络化控制系统
提出了一种自适应控制采样的 ST-MPC方案，一方面自适应的控制采样解决了
连续的控制信号不能在有限的带宽下发送到被控对象的问题；另一方面基于稳

定性设计的触发条件使得在保证系统稳定的同时降低了通信负担。Li等人针对
受扰的非线性输入仿射系统，提出了一种扰动估计的 ST-MPC方案，同时基于可
行性和稳定性设计自触发条件。由于扰动估计的使用，预测误差有效减小，从而

更有效的降低触发频率。2）触发间隔作为决策变量在优化问题求解中确定。此
类方法可以在考虑通信代价的同时平衡控制性能。Henriksson等人在 [116]中针
对线性系统的 ST-MPC，提出新型代价函数，其既包含控制性能又包含触发间隔
（模拟通信代价）。在每个触发时刻，控制器不仅求解最优控制输入也决定着下一

个触发时刻，从而很好地平衡通信负载和控制性能。Liu等人在 [53]中提出了基
于 min-max的 ST-MPC算法，利用 min-max MPC的框架处理了外部扰动，同时
设计了新的代价函数。在此基础上通过优化引入自触发策略，将触发间隔引入优

化中，降低通信负载的同时考虑了控制性能。Li等人在 [117]中研究了约束离散
非线性的 ST-MPC，提出了一种新的自触发方案。在此方案中通信代价被显式地
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加入了整体代价函数中，优化问题同时优化触发间隔和控制输入，从而同时考虑

了通信代价和控制性能。

1.4.2 基于事件驱动的分布式模型预测控制研究现状

通信网络，尤其是无线网络的引入，给 DMPC带来了好处，即通过网络进
行信息交换有利于 DMPC实现全局的控制目标，但是也给 DMPC设计带来了挑
战。一些实际情况，如电池供电或网络带宽受限，实际无线节点无法承受大量通

信负载，可能会导致通信中断，从而控制性能降低甚至失稳 [60]。因此，如何设
计一种控制策略使得在保证所需控制性能前提下使用较少的通信资源是有研究

意义的。基于事件驱动MPC的思想，事件驱动 DMPC应运而生，并被广泛研究
以降低计算和通信成本。在事件驱动 DMPC中，每个子系统的控制器只在触发
时刻被激活并接收其邻居的信息，同时将其更新的状态传播到相邻子系统。所

以事件驱动 DMPC 可以有效降低计算和通信负载。与事件驱动 MPC 类似，可
以将事件驱动 DMPC分为事件触发 DMPC（Event-Triggered DMPC, ET-DMPC）
[60, 118-120]和自触发 DMPC（Self-Triggered DMPC, ST-DMPC）[121-125]。需
要注意的是因为子系统之间需要信息交互，单个系统的 ET-MPC/ST-MPC并不能
直接拓展到 ET-DMPC/ST-DMPC。
目前已经有较多关于 ET-DMPC的研究，采用事件触发可以降低传输和计算

的频率，进而不仅可以降低通信负载，同时也可以降低计算负载。针对非线性非

耦合系统，Li等人在 [60]中提出了非周期的 ET-DMPC方法，采用非协作 DMPC
方案，将邻居的信息置于局部优化问题的代价函数中从而达到信息交互目的，基

于迭代可行性建立触发条件进而达到非周期触发的目标。注意到 [60]中触发条
件的检测是周期进行的，为了进一步降低通信负载，Zhan等人在 [119]中提出了
自适应 ET-DMPC算法，该算法采用自适应确定触发间隔的非周期检测策略，进
一步降低了通信和计算成本以及传感器负载。为了降低触发阈值相对固定导致

的触发结果的保守性，Zou等人在 [118]提出了动态事件触发机制，设计了考虑
邻居信息的动态触发条件，最终验证了此机制可以得到更大的触发间隔，进而更

有效降低通信和计算负载。为了考虑系统全局控制性能，Mi等人在 [120]提出了
新的 ET-DMPC方案。此方案将关于邻居系统的性能代价加入到子系统本身的代
价函数中构成组合代价函数，构造了新的 Lyapunov函数进而基于稳定性设计了
触发条件，提升了系统的全局控制性能。

ST-DMPC的设计原理类似于 ST-MPC，主要是基于优化问题的迭代可行性
和系统的稳定性，但是需要充分考虑信息交互对可行性和稳定性的影响。Hu等
人在 [122]针对多智能体系统群体，提出了一种 ST-DMPC算法。群体中的所有
智能体都具有自适应确定采样时间的能力，以减少通信和控制更新中不必要的
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能量消耗。为了自适应确定采样时间，在保证 Lyapunov函数减小的前提下，设计
了一种自触发算法，进而达到群体协作移动目的的同时降低通信资源消耗。Zhan
等人在 [121]中将研究 [116]中 ST-MPC算法拓展到分布式情况，研究了分布式
多智能体一致性，提出了 ST-DMPC一致性算法，该算法将控制输入和触发间隔
同时放于优化问题中，进而同时考虑了控制性能和通信代价。注意到为了达到一

致，[121]中的策略需要在每次更新时刻将整个预测状态轨迹发送给其邻居，造
成了一定的通信消耗。为了进一步节约通信资源，Mi等人在 [123]中提出了新
的 ST-DMPC 算法。该算法一方面将通信代价显式地加入到代价函数中进行优
化，另一方面在每个更新时刻只需要将当前状态和输入发送到邻居系统，所以

在平衡控制性能和通信代价的同时进一步降低了通信负载。上述考虑的都是同

构系统，对于异构系统设计自触发算法还是具有挑战。为此，Li等人在 [124]中
针对异构时变多智能体系统，提出了 ST-DMPC一致性算法，实现了触发间隔与
控制输入同时优化，并分析了其对系统性能的影响。对于非线性多智能体系统，

Hashimoto等人在 [125]中提出了基于稳定性设计的自触发算法，通过改变候选
Lyapunov函数的形式（传统方法选取最优值函数作为候选 Lyapunov函数）推导
了一个不涉及邻居信息的触发条件，因此不需要定期地传送邻居信息，降低通信

负载。

1.5 本文研究内容和组织结构

本节主要总结现有 DMPC的事件驱动策略设计和分析框架中所存在的问题，
进而阐述本文所要研究的内容和对应的解决方案。

1.5.1 研究问题总结

综合 DMPC的事件驱动策略设计研究可以发现总体的设计原则是基于局部
优化问题的可行性和系统的稳定性，现将这两个设计路线中存在的问题凝练如

下：

• 基于稳定性分析和设计触发策略存在的问题：基于系统稳定性设计触发策
略的主要思路是选取一个候选的 Lyapunov 函数（通常是优化问题的最优
值函数），通过使得 Lyapunov函数递减的方式确定控制参数或设计触发条
件。这样会导致两方面结果：（1）传统的稳定性分析方法使得控制参数设
计过于保守，事件频繁触发。利用 Lyapunov函数递减的方式分析稳定性需
要计算不同时刻的 Lyapunov函数之差（或导数），而由于计算过程中频繁
使用了高保守的不等式进行放缩，最终导致设计的保证稳定性的控制参数

非常保守，进而触发频繁；（2）由邻居信息的非精确可知引起的估计误差
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累积会导致触发条件很容易满足。触发使得子系统之间信息交流异步，子

系统不能得到其邻居真实信息，则邻居信息的估计误差会随触发累积，所

以导致包含此估计误差项的稳定性触发条件易满足，事件频繁触发。因此，

对基于稳定性设计触发策略的方法，如何减少由上述两个方面带来的频繁

触发是本文拟解决的两个关键问题。

• 基于可行性分析和设计触发策略存在的问题: 基于可行性设计触发策略的
主要思路是基于系统的状态预测误差，进而给出状态预测误差允许的阈值

来保证优化问题的可行性。现有研究主要有以下两方面局限：（1）预测模
型的不精准导致状态预测误差偏大。由于模型受到外部扰动的影响，使得

传统以标称模型（去扰动模型）预测系统状态的预测偏差过大，进而导致

事件频繁触发。即使有少量研究考虑增加预测模型精度，但是由于分布式

优化问题中融入了其他邻居的信息使得针对单个系统的研究难以拓展到分

布式系统中；（2）系统动态互联导致状态预测误差难以估计。状态预测误
差的估计依赖于系统动态，而在动态耦合的系统中，子系统的真实轨迹包

含其邻居的轨迹，而邻居的轨迹非实时可知，所以在动态互联的系统中状

态预测误差难估计，触发策略难设计。因此，对于基于可行性设计触发策

略的方法，如何解决上述两种情况存在的局限是本文拟解决的另外两个关

键问题。

1.5.2 研究内容

综合上述凝练的现有研究框架中存在的问题，现给出本文的四个主要研究

内容以及解决现存问题所采用的方法，本文的整体研究框架如图1.5所示：

DMPC的事件

触发策略设计

基于稳定性设计：

Lyapunov函数

基于可行性设计：
状态预测误差

设计原则 存在问题 研究内容及方法

邻居信息非精确
可知导致稳定性
触发条件易满足

Lyapunov函数分

析方法本身的保
守性

预测模型不精确
导致状态预测误

差大

系统动态互联导
致状态预测误差

难估计

面向Lyapunov分析方法
保守的触发策略设计：
自适应事件触发DMPC策略

面向邻居信息非精确可
知的触发策略设计：
复合事件触发DMPC策略

面向预测模型不精确的
触发策略设计：

扰动预测事件触发DMPC策略

面向系统动态互联的触
发策略设计：

滚动自触发DMPC策略

图 1.5 本文整体研究框架
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• 面向 Lyapunov分析方法保守的触发策略设计：利用 Lyapunov方法分析稳
定性导致控制参数设计保守。对此，可行的解决思路是避开 Lyapunov方法
分析稳定性。为此，本文提出了自适应 ET-DMPC策略。首先，设计了自
适应时域触发条件，保证了优化问题的可行性。其次，设计了衰减的预测

时域，当预测时域减为零时，每个智能体都会在有限的时间进入终端约束

集。本文提出的衰减预测时域保证了稳定性，避开了传统的稳定性分析方

法，减小了用 Lyapunov方法分析稳定性导致的控制参数设计保守性，从而
高效地节约计算和通信资源。

• 面向邻居信息非精确可知的触发策略设计：邻居信息的非精确可知导致估
计误差累积，使得基于 Lyapunov函数递减原则设计的触发条件易满足，触
发频繁。对此，可行的解决思路是设计触发条件不再强制 Lyapunov函数递
减。为此，本文提出复合 ET-DMPC策略。首先，基于系统 Lyapunov稳定
设计了一个 Lyapunov稳定性触发条件。其次，设计了另一个与邻居估计信
息无关的稳定性条件。二者以并行触发的方式使得 Lyapunov 函数不再递
减，解决了传统采用单一稳定性触发条件导致的频繁触发问题。

• 面向预测模型不精确的触发策略设计：利用受扰系统的标称模型作为局部
优化问题中的预测模型使得预测系统未来行为不精准，真实状态与预测状

态之间的偏差过大就会导致触发条件易满足而频繁触发。对此，使用更高

精度的预测模型是可行的方案。为此，本文提出基于扰动预测的 ET-DMPC
策略。首先，提出基于中心路径的扰动预测方法，预测了扰动的未来变化，

基于此，预测模型中融入了扰动预测项，进而提高了预测模型的精度，减

少了预测偏差。其次，针对不确定性引起的状态约束难以满足问题，设计

了一种基于扰动变化率的约束收缩集合，进而保证了真实状态约束的满足。

• 面向系统动态互联的触发策略设计：子系统之间的动态耦合导致状态预测
误差难以估计，从而难以设计基于此估计误差的自触发策略。并且传统针

对耦合系统的研究需要在优化问题中设计额外的约束，进一步增加了设计

难度，而基于解耦模型的设计相对简单。因此，优化问题中融入解耦模型

是一种解决方案。为此，本文提出了滚动 ST-DMPC策略。首先，提出了一
种双模型优化方案，即用解耦的模型估计了状态预测误差，简化了优化问

题和触发条件的设计，避免了耦合项导致的多个约束；用耦合的模型提高

了预测精度优化了控制性能。其次，设计了一种滚动自触发机制，在触发

间隔内采样状态得到实时的状态预测误差，从而有效地解决了状态误差保

守估计导致的频繁触发问题。实现了算法设计简单且计算和通信负载低的

目标。
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1.5.3 本文组织结构

全文总共六个章节，整体的组织结构如图所示：

绪论
（第1章）

多智能体系统的自适应事件
触发分布式MPC

（第2章）

受扰非线性系统的扰动预测
事件触发分布式MPC

（第4章）

耦合非线性系统的复合事件
触发分布式MPC

（第3章）

耦合非线性系统的滚动自触
发分布式MPC

（第5章）

总结与展望
（第6章）

图 1.6 本文组织结构

第1章，绪论。主要包括研究背景及意义、模型预测控制原理及国内外研究
现状、基于事件驱动的分布式模型预测原理及国内外研究现状、本文主要研究内

容以及本文组织框架。

第2章，多智能体系统的自适应事件触发分布式模型预测控制。具体包括基
于自适应预测时域的优化问题设计，利用衰减的预测时域分析多智能体系统的

一致性，以及算法的仿真验证。

第3章，耦合非线性系统的复合事件触发分布式模型预测控制。具体包括基
于优化问题可行性设计了一个触发条件，基于稳定性设计了两个并行触发条件，

以及算法有效性的仿真验证。

第4章，受扰非线性系统的扰动预测事件触发分布式模型预测控制。具体包
括针对一般受扰非线性系统提出了一种中心路径扰动预测方法，在预测模型中

融合此扰动预测形成了精度高的预测模型，并基于此方法研究了特殊的仿射非

线性系统，以及算法的仿真验证。

第5章，耦合非线性系统的滚动自触发分布式模型预测控制。具体包括一种
双模型局部优化问题的设计，一种新型的滚动自触发策略的提出，以及算法有效

性的仿真验证。

第6章，总结与展望。总结了全文的研究工作和贡献并对后续可能的工作展
望。
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第 2章 多智能体系统的自适应事件触发分布式 MPC

2.1 引言

基于分布式模型预测控制的多智能体研究受到越来越多的关注，例如编队

问题 [79]，多智能体一致性 [81]，集群问题 [122]。其中一致性问题是一个比较重
要的研究问题，一致性是多个通过物理结构或者通信网络连接的系统经过一段

时间最终系统的某些状态趋于相等。多智能体一致性在许多实际方面得到应用，

如无人机、水下自主航行器等。所以本章研究基于分布式模型预测控制的多智能

体一致性具有理论和实际意义。

基于分布式模型预测控制的多智能体系统为了更好的达到整体系统的一致

性，子系统之间通过网络进行信息交互，进而对网络有一定要求。另外，通过求

解优化问题得到系统的控制输入，进而需要消耗计算资源。一些应用场景需要在

完成控制目标的同时尽可能地节约计算和通信资源，例如水下自主航行器的协

同工作。对此 ET-DMPC/ST-DMPC是一种好的解决方案。如第一章基于事件的
分布式模型预测控制调研现状所示 [118-120]，现阶段基于 ET-DMPC/ST-DMPC
的多智能体研究大都是研究系统的稳定性，而研究一致性相对较少。Zhan等人
在 [121]中基于 ST-DMPC研究了线性多智能体的动态一致性。Yang等人在 [126]
中针对同构多智能体系统的形成和跟踪问题，提出了 ET-DMPC算法。对于每个
智能体，基于邻居的假设信息，从稳定性分析中推导出事件触发条件。作者在

[126]中考虑到假设信息与真实预测信息之间的偏差，为局部优化问题设计了时
变兼容性约束，从而保证算法的迭代可行性。以上基于 ET-DMPC多智能体一致
的研究存在以下不足：1）多智能体的一致性分析都是利用局部优化问题的最优
值函数当作 Lyapunov函数从而基于 Lyapunov稳定性分析的，利用 Lyapunov稳
定性分析方法保证系统一致性设计的控制参数过于保守，导致频繁触发；2）为
了保证系统一致性, 在上述两个研究中都加入了时变的兼容性约束, 然而这样的
约束减小了优化问题解的可行域；3）实际系统中通常存在外部扰动, 扰动的存
在使得系统约束难以满足,然而目前多智能体一致性研究中并没有考虑扰动的影
响；4）算法都基于固定预测时域，不能充分降低计算和通信负载。
综上所述，本章基于 ET-DMPC研究多智能体一致性问题，旨在使得整体系

统达到一致的同时，有效地降低计算和通信负载。为此，我们提出了一种自适应

时域的 ET-DMPC算法。具体而言，设计出依赖可变预测时域的触发条件，可以
有效降低触发频率和计算复杂度，达到降低计算和通信负载的目的。其次，定义

了新的局部优化问题。在此优化问题中，一方面构造了新的收缩约束，使得在外

部扰动存在的情况下，状态约束依旧满足；另一发面，避开了兼容性约束，使得
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优化问题的可行域范围扩大。最后，建立新的稳定性分析框架。基于可变的预测

时域分析了系统的稳定性，相对于传统利用 Lyapunov函数分析系统一致性保守
性更低，控制参数设计更灵活，进一步降低了触发频率。

本章节主要安排如下。第2.2节阐述了本章节的具体研究问题。第2.3节提出
了自适应 ET-DMPC算法，具体包括新型局部优化问题的具体定义和触发策略的
设计方法分析。第2.4节分析了基于所提 ET-DMPC策略下算法的迭代可行性和
多智能体系统的一致性。第2.5节通过多车辆系统验证了所提策略的有效性。最
后给出了本章研究工作的总结。

2.2 问题描述

考虑由𝑀 个智能体组成的多智能体系统,第 𝑖个智能体的系统动态方程为：

𝑥𝑖(𝑘 + 1) = 𝐴𝑥𝑖(𝑘) + 𝐵𝑢𝑖(𝑘) + 𝑤𝑖(𝑘), 𝑘 ⩾ 0, (2.1)

其中 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑀 , (𝐴, 𝐵) ∈ ℝ𝑛×𝑛 × ℝ𝑛×𝑚。智能体 𝑖的状态 𝑥𝑖(𝑘) ∈ ℝ𝑛,控制输入
𝑢𝑖(𝑘) ∈ ℝ𝑚和外部扰动 𝑤𝑖(𝑘) ∈ ℝ𝑛分别受到以下约束：

𝑥𝑖(𝑘) ∈ 𝕏𝑖, 𝑢𝑖(𝑘) ∈ 𝕌𝑖, 𝑤𝑖(𝑘) ∈ 𝕎𝑖, (2.2)

其中, 状态约束 𝕏𝑖 和控制约束 𝕌𝑖 是包含原点的紧集, 外部扰动集 𝕎𝑖 ≜

{𝑤𝑖 ∈ 𝑅𝑛 ∶ ‖𝑤𝑖‖𝑃𝑖
⩽ 𝜌𝑖}，常数 𝜌𝑖 > 0表示扰动的上界。

智能体需要跟踪虚拟参考信号的动态方程为：

𝑥𝑟(𝑘 + 1) = 𝐴𝑥𝑟(𝑘). (2.3)

为了表示(2.1)中的多智能体系统的通信拓扑, 定义图 𝒢 = {𝒱, ℰ, 𝒜}，其中 𝒱 =
{1, ⋯ , 𝑀}是顶点集，ℰ ⊆ {(𝑖, 𝑗) ∶ 𝑖, 𝑗 ∈ 𝒱, 𝑗 ≠ 𝑖}是边集，𝒜 = [𝑎𝑖𝑗] ∈ ℝ𝑀×𝑀 是

邻接矩阵。若智能体 𝑖能收到智能体 𝑗 的信息,则称智能体 𝑗 是智能体 𝑖的邻居，
此时 𝑎𝑖𝑗 = 1；否则 𝑎𝑖𝑗 = 0。用𝒩𝑖 = {𝑗 ∈ 𝒱, 𝑎𝑖𝑗 = 1}表示智能体 𝑖的邻居集。
基于上述准备,下面给出多智能体系统(2.1)的跟踪一致性定义。
定义 2.1 ([127])考虑具有通信拓扑 𝒢的受扰多智能体系统(2.1)。给定初始

条件 𝑥𝑖(0), 𝑖 ∈ 𝒱 ,如果智能体与参考信号之间的状态差满足：

lim
𝑘→∞ ‖𝑥𝑖(𝑘) − 𝑥𝑟(𝑘)‖ ⩽ 𝛿, ∀𝑖 ∈ 𝒱, (2.4)

其中 𝛿是一个可调参数,则称多智能体系统(2.1)达到跟踪一致。
假设 2.1 系统(2.1)是可控的。
本章的研究目标是设计一个 ET-DMPC算法使得(2.1)中的多智能体系统在满

足(2.2)中的系统约束下达到定义中的跟踪一致性,同时避免传统分析方法带来的
保守性，进而降低分布式模型预测控制的计算和通信资源消耗。
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2.3 自适应事件触发分布式模型预测控制策略设计

本节给出所提的自适应 ET-DMPC方法，具体包括分布式优化问题的定义和
自适应事件触发策略的设计。

2.3.1 分布式优化问题

在多智能体的分布式模型预测控制中，各个智能体之间通过信息交换以获

得更好的控制性能 [59]，但是智能体 𝑖在当前优化问题的求解时刻并不能获得其
邻居 𝑗, 𝑗 ∈ 𝒩𝑖的未来预测状态信息，因此智能体 𝑖只能假设其邻居 𝑗的行为。为
了更好地描述每个智能体 𝑖的行为，定义以下符号。
由于采用事件触发策略,每个智能体的信息更新时刻可能是异步的，也就是

说，每个智能体的优化问题可能在不同的触发时刻求解。为了描述智能体的行

为，定义序列 {𝑘𝑙
𝑖, 𝑙 ∈ ℕ}表示智能体 𝑖的第 𝑙个触发时刻。基于定义的触发时刻,

每个智能体 𝑖, 𝑖 ∈ 𝒱 的不同状态和控制输入轨迹描述如下：
• ̂𝑢𝑖(𝑘𝑙

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙
𝑖)，𝑥̂𝑖(𝑘𝑙

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙
𝑖)，𝑚 ∈ ℕ：分别是智能体 𝑖在当前触发时刻 𝑘𝑙

𝑖 对

𝑘𝑙
𝑖 + 𝑚时刻的预测控制输入和预测状态轨迹；

• ̂𝑢∗
𝑖 (𝑘𝑙

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙
𝑖)，𝑥̂∗

𝑖 (𝑘𝑙
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙

𝑖)：分别是智能体 𝑖在当前触发时刻 𝑘𝑙
𝑖 求解优化

问题得到的最优控制输入和对应的最优状态轨迹；

• 𝑥𝑎
𝑖 (𝑘𝑙

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙
𝑖)：智能体 𝑖的假设状态轨迹，其具体形式将在下面内容定义。

基于上述定义,对于每个智能体 𝑖,在时刻 𝑘 = 𝑘𝑙
𝑖,其控制输入通过求解以下

局部 OCP产生：

min
û𝑖(𝑘𝑙

𝑖)
𝐽𝑖(𝑥𝑖(𝑘𝑙

𝑖), û𝑖(𝑘𝑙
𝑖), x𝑎

𝑗 (𝑘𝑙
𝑖), 𝑁(𝑘𝑙

𝑖))

𝑠.𝑡.𝑥̂𝑖 (𝑘𝑙
𝑖|𝑘𝑙

𝑖) = 𝑥𝑖 (𝑘𝑙
𝑖)

𝑥̂𝑖 (𝑘𝑙
𝑖 + 𝑚 + 1|𝑘𝑙

𝑖) = 𝐴𝑥̂𝑖 (𝑘𝑙
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙

𝑖) + 𝐵 ̂𝑢𝑖 (𝑘𝑙
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙

𝑖)
𝑥̂𝑖 (𝑘𝑙

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙
𝑖) ∈ 𝕏𝑖 ⊖ 𝔹𝑖(𝑚)

̂𝑢𝑖(𝑘𝑙
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙

𝑖) ∈ 𝕌𝑖

𝑥̂𝑖 (𝑘𝑙
𝑖 + 𝑁 (𝑘𝑙

𝑖) |𝑘𝑙
𝑖) ∈ 𝕏𝑓

𝑖 ,

(2.5)

其中 ⊖表示的是庞特里亚金差集符号，𝑚 = 0, ..., 𝑁(𝑘𝑙
𝑖) − 1, 𝑁(𝑘𝑙

𝑖)是在 𝑘𝑙
𝑖 时刻

的预测时域。û𝑖(𝑘𝑙
𝑖) = { ̂𝑢𝑖(𝑘𝑙

𝑖|𝑘𝑙
𝑖), ..., ̂𝑢𝑖(𝑘𝑙

𝑖 + 𝑁(𝑘𝑙
𝑖) − 1|𝑘𝑙

𝑖)}是预测控制输入序列。
类似地，对应的预测状态轨迹为 x̂𝑖(𝑘𝑙

𝑖) = {𝑥̂𝑖(𝑘𝑙
𝑖|𝑘𝑙

𝑖), ..., 𝑥̂𝑖(𝑘𝑙
𝑖 + 𝑁(𝑘𝑙

𝑖)|𝑘𝑙
𝑖)}。在触

发时刻 𝑘𝑙
𝑖求解上述局部 OCP得到最优解 û∗

𝑖 (𝑘𝑙
𝑖)和与之对应的最优预测状态轨迹

x̂∗
𝑖 (𝑘𝑙

𝑖)。𝕏𝑓
𝑖 是终端约束集，定义为终端预测状态与参考信号 𝑥𝑟的差，即

𝕏𝑓
𝑖 ≜ {𝑥𝑖 ∈ 𝑅𝑛 ∶ ‖𝑥𝑖 − 𝑥𝑟(𝑘𝑙

𝑖 + 𝑁(𝑘𝑙
𝑖))‖𝑃𝑖

⩽ 𝛼𝜀𝑖} , (2.6)
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其中 0 < 𝛼 < 1，𝜀𝑖 > 0。
以下部分定义优化问题(2.5)中假设状态和收缩集等的具体形式。
• x𝑎

𝑗 (𝑘𝑙
𝑖) = {𝑥𝑎

𝑗 (𝑘𝑙
𝑖|𝑘𝑙

𝑖), ..., 𝑥𝑎
𝑗 (𝑘𝑙

𝑖 + 𝑁(𝑘𝑙
𝑖)|𝑘𝑙

𝑖)}是智能体 𝑗 的假设状态轨迹。设
计如下：

𝑥𝑎
𝑗 (𝑘𝑙

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙
𝑖) =

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝑥∗
𝑗 (𝑘𝑙

𝑖 + 𝑚|𝜂𝑗(𝑘𝑙
𝑖)), 𝑚 = 0, ..., 𝜂𝑗(𝑘𝑙

𝑖) + 𝑁(𝜂𝑗(𝑘𝑙
𝑖)) − 𝑘𝑙

𝑖

𝐴𝑥𝑎
𝑗 (𝑘𝑙

𝑖 + 𝑚 − 1|𝑘𝑙
𝑖) + 𝐵𝑢𝑎

𝑗 (𝑘𝑙
𝑖 + 𝑚 − 1|𝑘𝑙

𝑖),

𝑚 = 𝜂𝑗(𝑘𝑙
𝑖) + 𝑁(𝜂𝑗(𝑘𝑙

𝑖)) − 𝑘𝑙
𝑖 + 1, ..., 𝑁(𝑘𝑙

𝑖),

(2.7)

其中 𝜂𝑗(𝑘𝑙
𝑖) ≜ max{𝑘𝑙

𝑗 ∶ 𝑘𝑙
𝑗 < 𝑘𝑙

𝑖, 𝑙 ∈ ℕ}表示智能体 𝑗 距离智能体 𝑖的触发
时刻 𝑘𝑙

𝑖最近的触发时刻。𝑢𝑎
𝑗 (𝑘𝑙

𝑖+𝑚−1|𝑘𝑙
𝑖)= 𝐾𝑗(𝑥𝑎

𝑗 (𝑘𝑙
𝑖+𝑚−1|𝑘𝑙

𝑖)−𝑥𝑟(𝑘𝑙
𝑖+𝑚−1))。

• 𝕏𝑖 ⊖ 𝔹𝑖(𝑚)为收缩约束，用于保证状态约束(2.2)能在扰动存在的情况下满
足，收缩集 𝔹𝑖(𝑚)定义为：

𝔹𝑖(𝑚) ≜
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑥𝑖 ∈ ℝ𝑛 ∶ ‖𝑥𝑖‖𝑃𝑖
⩽

𝑚−1

∑
𝑛=0

‖𝐴𝑛‖𝑃𝑖
𝜌𝑖

⎫⎪
⎬
⎪⎭

. (2.8)

• 代价函数设计为：

𝐽𝑖(𝑥𝑖(𝑘𝑙
𝑖), û𝑖(𝑘𝑙

𝑖), x𝑎
𝑗 (𝑘𝑙

𝑖), 𝑁(𝑘𝑙
𝑖))

=
𝑁(𝑘𝑙

𝑖)−1

∑
𝑚=0

{‖𝑥̂𝑖(𝑘𝑙
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙

𝑖) − 𝑥𝑟(𝑘𝑙
𝑖 + 𝑚)‖2

𝑄𝑖
+ ‖ ̂𝑢𝑖(𝑘𝑙

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙
𝑖)‖2

𝑅𝑖

+‖𝑥̂𝑖(𝑘𝑙
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙

𝑖) − 𝑥̂𝑎
𝑗 (𝑘𝑙

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙
𝑖)‖2

𝑄𝑖𝑗 }
+ ‖𝑥̂𝑖(𝑘𝑙

𝑖 + 𝑁(𝑘𝑙
𝑖)|𝑘𝑙

𝑖) − 𝑥𝑟(𝑘𝑙
𝑖 + 𝑁(𝑘𝑙

𝑖))‖2
𝑃𝑖

,

其中 𝑄𝑖, 𝑅𝑖, 𝑄𝑖𝑗 , 𝑃𝑖都是正定矩阵。

注 1)：考虑(2.8)中收缩集 𝔹𝑖(𝑚)的定义，如果真实状态与预测状态差满足
(𝑥𝑖(𝑘𝑙

𝑖 + 𝑚) − 𝑥̂𝑖(𝑘𝑙
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙

𝑖)) ∈ 𝔹𝑖(𝑚)且 𝑥̂𝑖(𝑘𝑙
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙

𝑖) ∈ 𝕏𝑖 ⊖ 𝔹𝑖(𝑚)，那么子系统 𝑖
的真实状态满足(2.2)中的约束 𝑥𝑖(𝑘𝑙

𝑖 + 𝑚) ∈ 𝕏𝑖；2)：上述定义的代价函数中含有
的耦合项 ‖𝑥̂𝑖(𝑘𝑙

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙
𝑖) − 𝑥̂𝑎

𝑗 (𝑘𝑙
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙

𝑖)‖2
𝑄𝑖𝑗
表示的是智能体之间的协作交流,目的

是为了获得更好的控制性能 [59]；3)：注意到在一些分布式模型预测控制研究中
[93, 120]，为了保证整个系统的稳定性或者优化问题的可行性，要求每个智能体
𝑖, 𝑖 ∈ 𝒱 的真实状态轨迹 𝑥𝑖与预测状态轨迹 𝑥̂𝑖不能偏差太远，所以在这些研究中

优化问题加入了兼容性约束 (‖𝑥̂𝑖(𝑘𝑙
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙

𝑖)− 𝑥̂𝑎
𝑖 (𝑘𝑙

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙−1
𝑖 )‖ ⩽ 𝑐, 𝑐 > 0 )，这样

的约束会导致优化问题的求解变得更复杂。本文中智能体的一致性可以由预测

时域的更新得到保证（第四节的分析中将给出证明），避免对兼容性约束的需求，

从而降低了求解分布式模型预测控制中 OCP的复杂度。
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2.3.2 事件触发策略

本部分给出具体的事件触发策略设计，包括决定触发时刻的触发条件以及

预测时域的更新方式。

由于外部扰动 𝑤𝑖的存在，智能体 𝑖, 𝑖 ∈ 𝒱 的真实状态轨迹 𝑥𝑖(𝑘𝑙
𝑖 + 𝑚)与预测

状态轨迹 𝑥̂𝑖(𝑘𝑙
𝑖 + 𝑚)之间存在偏差，如果此偏差过大，可能会导致智能体 𝑖的真

实状态轨迹过分偏离参考信号 𝑥𝑟，从而达不到多智能体的跟踪一致性。基于这

样的事实，触发条件设计为：

‖𝑥𝑖(𝑘) − 𝑥̂𝑖(𝑘|𝑘𝑙
𝑖)‖𝑃𝑖

> 𝜎𝑖 − 𝜌𝑖
‖𝐴‖𝑃𝑖

,

𝑘 − 𝑘𝑙
𝑖 = 𝑁(𝑘𝑙

𝑖),
(2.9)

其中矩阵的诱导范数 ‖𝐴‖𝑃i = √𝜆max (𝑃 −1/2
𝑖 𝐴T𝑃𝑖𝐴𝑃 −1/2

𝑖 ), 𝜆max 表示最大特征值，
(𝜎𝑖 − 𝜌𝑖)/ ‖𝐴‖𝑃𝑖 是触发阈值，常数 𝜎𝑖 > 0，是有待设计的智能体的控制参数。如
果条件(2.9)中的任意一个条件满足，那么事件被触发，(2.5)中的局部 OCP将被
求解。注意到预测时域是时变的，定义如下：

𝑁(𝑘𝑙+1
𝑖 ) = 𝑁(𝑘𝑙

𝑖) − Δ(𝑘𝑙
𝑖) + 1, (2.10)

其中 𝛥(𝑘𝑙
𝑖) = 𝑘𝑙+1

𝑖 − 𝑘𝑙
𝑖 是相邻两次触发间隔。

注 由预测时域的更新方式(2.10)可知，𝑁(𝑘𝑙+1
𝑖 ) ⩽ 𝑁(𝑘𝑙

𝑖)和𝑁(𝑘𝑙
𝑖) ⩾ 1, ∀𝑙 ∈ ℕ

恒成立。进一步地，如果有 Δ(𝑘𝑙
𝑖) ⩾ 2, ∀𝑙 ∈ ℕ，则𝑁(𝑘𝑙+1

𝑖 ) < 𝑁(𝑘𝑙
𝑖)成立，即预测

时域是递减的。此外，条件(2.9)中的触发阈值的设计 (𝜎𝑖 − 𝜌𝑖)/ ‖𝐴‖𝑃𝑖 使得触发时

刻依旧有不等式 ‖𝑥𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 ) − 𝑥̂𝑖(𝑘𝑙+1

𝑖 |𝑘𝑙
𝑖)‖𝑃𝑖

⩽ 𝜎𝑖 成立 [128-129]，是可行性的一个

保证，将在下述分析部分予以说明。

基于设计的触发条件(2.9)和预测时域更新方式(2.10)，具体方法总结为以下
的自适应 ET-DMPC算法。为了保证多智能体系统的一致性，本章采用双模MPC

算法 2.1 自适应 ET-DMPC算法
初始化 :对于每个智能体 𝑖, 𝑖 ∈ 𝒱，给定初始状态 𝑥𝑖(0)，权重矩阵 𝑄𝑖, 𝑅𝑖, 𝑄𝑖𝑗 , 𝑃𝑖；

局部反馈增益 𝐾𝑖、集合 𝕏𝑎
𝑖 和终端约束集 𝕏𝑓

𝑖；控制参数 𝜎𝑖和初始预测时
域𝑁(𝑘0

𝑖 )。
1 在 𝑘 = 0时刻，对于全部智能体 𝑖，初始值 𝑥̂𝑖(0|0) = 𝑥𝑖(0)，其邻居的假设状态

𝑥𝑎
𝑗 (0|0) = 0，∀𝑗 ∈ 𝒩𝑖；求解优化问题(2.5),得到最优解 û∗

𝑖 (0)和与其相关的最优状
态轨迹 x̂∗

𝑖 (0) ,将控制量 𝑢𝑖(0) = ̂𝑢∗
𝑖 (0|0)应用到系统(2.1)；将 x̂∗

𝑖 (0)传递给智能体 𝑖
的邻居 𝑗, 𝑗 ∈ 𝒩𝑖。

2 在 𝑘 > 0时刻，测量当前状态 𝑥𝑖(𝑘)，如果 𝑥𝑖(𝑘) ∈ 𝕏𝑎
𝑖，则控制输入切换到局部控制

律 𝑢𝑖(𝑘) = 𝐾𝑖(𝑥𝑖(𝑘) − 𝑥𝑟(𝑘))；否则，进入步骤 3。
3 检测触发条件(2.9)是否满足，如果(2.9)满足，则根据(2.10)计算当前预测时域，并
令 𝑙 = 𝑙 + 1和 𝑘𝑙

𝑖 = 𝑘,构造邻居 𝑗, 𝑗 ∈ 𝒩𝑖 的假设状态轨迹 𝑥̂𝑎
𝑗 (𝑘𝑙

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙
𝑖)，智能体 𝑖

求解优化问题(2.5)，得到最优解 û∗
𝑖 (𝑘𝑙

𝑖)和 x̂∗
𝑖 (𝑘𝑙

𝑖)，向其邻居 𝑗, 𝑗 ∈ 𝒩𝑖 传递，进行
下一步；否则，直接进入步骤 4。

4 应用控制输入量 ̂𝑢∗
𝑖 (𝑘|𝑘𝑙

𝑖)到系统(2.1)，并令 𝑘 = 𝑘 + 1，进入步骤 2。
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方案 [32]，即在当前时刻 𝑘，如果测量得到的智能体 𝑖, 𝑖 ∈ 𝒱 的真实状态轨迹满
足 𝑥𝑖(𝑘) ∈ 𝕏𝑎

𝑖，𝕏𝑎
𝑖 ≜ {𝑥𝑖 ∈ ℝ𝑛 ∶‖ 𝑥𝑖 − 𝑥𝑟(𝑘)‖𝑃𝑖 ⩽ 𝜀𝑖}，则应用到系统的控制输入

𝑢𝑖(𝑘) = 𝐾𝑖(𝑥𝑖(𝑘) − 𝑥𝑟(𝑘))；否则，应用控制输入 𝑢𝑖(𝑘) = ̂𝑢∗
𝑖 (𝑘|𝑘𝑙

𝑖), 𝑘 ∈ [𝑘𝑙
𝑖, 𝑘𝑙+1

𝑖 − 1]。
完整的算法总结为算法2.1。

2.4 策略分析

本节将对本章提出的多智能体系统的自适应 ET-DMPC 算法的可行性和整
个多智能体系统的一致性进行分析。

2.4.1 方法可行性分析

ET-DMPC算法的可行性确保了(2.5)中的 OCP在每个触发时刻 𝑘𝑙
𝑖, 𝑙 ∈ ℕ都

存在解。本部分采用数学归纳法证明。具体地，对于每个智能体 𝑖，假设在当
前触发时刻，(2.5)中的 OCP存在解，如果在 𝑘𝑙+1

𝑖 触发时刻仍然存在解, 即可说
明(2.5)中的 OCP在任何时刻都有解。

首先，对于智能体 𝑖，基于触发时刻 𝑘𝑙
𝑖的最优控制输入 û∗

𝑖 (𝑘𝑙
𝑖)，构造 𝑘𝑙+1

𝑖 时刻

的可行控制输入 ū𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 ) = { ̄𝑢𝑖(𝑘𝑙+1

𝑖 |𝑘𝑙+1
𝑖 ), ..., ̄𝑢𝑖(𝑘𝑙+1

𝑖 + 𝑁(𝑘𝑙+1
𝑖 ) − 1|𝑘𝑙+1

𝑖 )}如下：

𝑢𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙+1

𝑖 )=
⎧⎪
⎨
⎪⎩

̂𝑢∗
𝑖 (𝑘𝑙+1

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙
𝑖), 𝑚 = 0, ..., 𝑁(𝑘𝑙+1

𝑖 ) − 2,

𝐾𝑖(𝑥̄𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙+1

𝑖 )−𝑥𝑟(𝑘𝑙+1
𝑖 + 𝑚)),𝑚 = 𝑁(𝑘𝑙+1

𝑖 ) − 1.
(2.11)

与上述构造的可行控制输入 ū𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 ) 对应的可行状态序列为 x̄𝑖(𝑘𝑙+1

𝑖 ) =

{𝑥̄𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 |𝑘𝑙+1

𝑖 ), ..., 𝑥̄𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 + 𝑁(𝑘𝑙+1

𝑖 )|𝑘𝑙+1
𝑖 )} ,其满足的动态方程为：

𝑥̄𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 + 𝑚 + 1|𝑘𝑙+1

𝑖 )= 𝐴𝑥̄𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙+1

𝑖 ) + 𝐵 ̄𝑢𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙+1

𝑖 ),

其中 𝑥̄𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 |𝑘𝑙+1

𝑖 ) = 𝑥𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 )。以下定理2.1说明在 𝑘𝑙+1

𝑖 时刻构造的可行控制输入

是(2.5)中 OCP在 𝑘𝑙+1
𝑖 时刻的可行解，进一步地可以转化为证明可行的控制输入

序列 ū𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 )和状态序列 x̄𝑖(𝑘𝑙+1

𝑖 )满足(2.5)中的约束。
定理 2.1 对于智能体 𝑖, 𝑖 ∈ 𝒱，给定初始值 𝑥𝑖(0)，如果在初始时刻(2.5)中

OCP有解且以下条件满足：

𝐾𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥𝑟) ∈ 𝕌𝑖, ∀𝑥𝑖 ∈ 𝕏𝑎
𝑖 , (2.12)

‖𝐴‖𝑁(𝑘0
𝑖 )−1

𝑃𝑖
𝜎𝑖 + 𝛼𝜀𝑖 ⩽ 𝜀𝑖, (2.13)

‖𝐴 + 𝐵𝐾𝑖‖𝑃𝑖 (‖𝐴‖𝑁(𝑘0
𝑖 )−1

𝑃𝑖
𝜎𝑖 + 𝛼𝜀𝑖) ⩽ 𝛼𝜀𝑖, (2.14)

则(2.5)中 OCP是迭代可行的。
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证明 为了更清晰地表述，我们将证明分为三个部分，第一部分说明状态序

列满足收缩约束 𝑥̄𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙+1

𝑖 ) ∈ 𝕏𝑖 ⊖ 𝔹𝑖(𝑚), 𝑚 = 0, ..., 𝑁(𝑘𝑙+1
𝑖 ) − 1；第二部

分说明终端约束 𝑥̄𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 + 𝑁(𝑘𝑙+1

𝑖 )|𝑘𝑙+1
𝑖 ) ∈ 𝕏𝑓

𝑖 满足；最后是控制输入满足约束

ū𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 ) ∈ 𝕌𝑖。

• 𝑥̄𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙+1

𝑖 ) ∈ 𝕏𝑖 ⊖ 𝔹𝑖(𝑚)：首先计算真实状态 𝑥𝑖(𝑘𝑙
𝑖 + 𝑚), 𝑚 = 0, ..., 𝛥(𝑘𝑙

𝑖)
与最优预测值 𝑥̂∗

𝑖 (𝑘𝑙
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙

𝑖) 之间的偏差。由系统动态方程(2.1)和优化问
题(2.5)中预测状态轨迹可得：

𝑥𝑖(𝑘𝑙
𝑖 + 𝑚) − 𝑥̂∗

𝑖 (𝑘𝑙
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙

𝑖)

= 𝐴𝑥𝑖(𝑘𝑙
𝑖 + 𝑚 − 1) + 𝐵𝑢𝑖(𝑘𝑙

𝑖 + 𝑚 − 1) + 𝑤𝑖(𝑘𝑙
𝑖 + 𝑚 − 1)

−𝐴𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑙

𝑖 + 𝑚 − 1|𝑘𝑙
𝑖) + 𝐵 ̂𝑢∗

𝑖 (𝑘𝑙
𝑖 + 𝑚 − 1|𝑘𝑙

𝑖)

= 𝐴(𝑥𝑖(𝑘𝑙
𝑖 + 𝑚 − 1) − 𝑥̂∗

𝑖 (𝑘𝑙
𝑖 + 𝑚 − 1|𝑘𝑙

𝑖))+𝑤𝑖(𝑘𝑙
𝑖 + 𝑚 − 1)

...

= 𝐴𝑚(𝑥𝑖(𝑘𝑙
𝑖) − 𝑥̂∗

𝑖 (𝑘𝑙
𝑖|𝑘𝑙

𝑖)) +
𝑚−1

∑
𝑛=0

𝐴𝑛𝑤𝑖(𝑘𝑙
𝑖 + 𝑚 − 𝑛).

由 𝑥𝑖(𝑘𝑙
𝑖) = 𝑥̂∗

𝑖 (𝑘𝑙
𝑖|𝑘𝑙

𝑖)和 ‖𝑤𝑖‖𝑃𝑖
⩽ 𝜌𝑖可得：

‖𝑥𝑖(𝑘𝑙
𝑖 + 𝑚) − 𝑥̂∗

𝑖 (𝑘𝑙
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙

𝑖)‖𝑃𝑖
⩽

𝑚−1

∑
𝑛=0

‖𝐴𝑛‖𝑃𝑖 𝜌𝑖 (2.15)

然后计算 𝑘𝑙+1
𝑖 时刻的可行状态 𝑥̄𝑖(𝑘𝑙+1

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙+1
𝑖 )与最优状态 𝑥̂∗

𝑖 (𝑘𝑙+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙

𝑖)
的误差。

𝑥̄𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 + 1|𝑘𝑙+1

𝑖 ) − 𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑙+1

𝑖 + 1|𝑘𝑙
𝑖)

= 𝐴𝑥̄𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 |𝑘𝑙+1

𝑖 ) + 𝐵𝑢𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 |𝑘𝑙+1

𝑖 )−𝐴𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑙+1

𝑖 |𝑘𝑙
𝑖) + 𝐵 ̂𝑢∗

𝑖 (𝑘𝑙+1
𝑖 |𝑘𝑙

𝑖)

= 𝐴(𝑥𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 ) − 𝐴𝑥̂∗

𝑖 (𝑘𝑙+1
𝑖 |𝑘𝑙

𝑖)),

𝑥̄𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 + 2|𝑘𝑙+1

𝑖 ) − 𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑙+1

𝑖 + 2|𝑘𝑙
𝑖)

= 𝐴𝑥̄𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 + 1|𝑘𝑙+1

𝑖 ) + 𝐵𝑢𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 + 1|𝑘𝑙+1

𝑖 )

−𝐴𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑙+1

𝑖 + 1|𝑘𝑙
𝑖) + 𝐵 ̂𝑢∗

𝑖 (𝑘𝑙+1
𝑖 + 1|𝑘𝑙

𝑖)

= 𝐴2(𝑥𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 ) − 𝐴𝑥̂∗

𝑖 (𝑘𝑙+1
𝑖 |𝑘𝑙

𝑖)),

...

𝑥̄𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙+1

𝑖 ) − 𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑙+1

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙
𝑖)

= 𝐴𝑚(𝑥𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 ) − 𝑥̂∗

𝑖 (𝑘𝑙+1
𝑖 |𝑘𝑙

𝑖)). (2.16)
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令公式(2.15)中 𝑚 = 𝛥(𝑘𝑙
𝑖)并代入(2.16)可得：

‖𝑥̄𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙+1

𝑖 ) − 𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑙+1

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙
𝑖)‖𝑃𝑖

= ‖𝐴𝑚‖𝑃𝑖

𝛥(𝑘𝑙
𝑖)−1

∑
𝑛=0

‖𝐴𝑛‖𝑃𝑖 𝜌𝑖 ⩽
𝑚+𝛥(𝑘𝑙

𝑖)−1

∑𝑛=𝑚
‖𝐴‖𝑛

𝑃𝑖
𝜌𝑖. (2.17)

因为 𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑙+1

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙
𝑖) ∈ 𝕏𝑖 ⊖ 𝔹𝑖(𝑚 + 𝛥(𝑘𝑙

𝑖))，所以有下式成立：

𝑥̄𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙+1

𝑖 ) ∈ 𝕏𝑖 ⊖ 𝔹𝑖(𝑚 + 𝛥(𝑘𝑙
𝑖)) ⊕

𝑚+𝛥(𝑘𝑙
𝑖)−1

∑𝑛=𝑚
‖𝐴‖𝑛

𝑃𝑖
𝜌𝑖

∈ 𝕏𝑖 ⊖ 𝔹𝑖(𝑚),

其中⨁表示的是闵可夫斯基和集符号。

• 𝑥̄𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 +𝑁(𝑘𝑙+1

𝑖 )|𝑘𝑙+1
𝑖 ) ∈ 𝕏𝑓

𝑖 ：首先需要说明 𝑥̄𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 +𝑁(𝑘𝑙+1

𝑖 )−1|𝑘𝑙+1
𝑖 ) ∈ 𝕏𝑎

𝑖，

这意味着反馈增益 𝐾𝑖可以使用。由(2.16)式和触发条件(2.9)可得：

‖𝑥̄𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 + 𝑁(𝑘𝑙+1

𝑖 ) − 1|𝑘𝑙+1
𝑖 ) − 𝑥̂∗

𝑖 (𝑘𝑙+1
𝑖 + 𝑁(𝑘𝑙+1

𝑖 ) − 1|𝑘𝑙
𝑖)‖𝑃𝑖

⩽ ‖𝐴𝑁(𝑘𝑙+1
𝑖 )−1(𝑥𝑖(𝑘𝑙+1

𝑖 ) − 𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑙+1

𝑖 |𝑘𝑙
𝑖))‖𝑃𝑖

⩽ ‖𝐴‖𝑃𝑖
𝑁(𝑘0

𝑖 )−1𝜎𝑖.

另一方面,最优状态 𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑙

𝑖 + 𝑁(𝑘𝑙
𝑖)|𝑘𝑙

𝑖)在 𝑘𝑙
𝑖 时刻满足终端约束,即

‖𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑙+1

𝑖 + 𝑁(𝑘𝑙+1
𝑖 ) − 1|𝑘𝑙

𝑖) − 𝑥𝑟(𝑘𝑙+1
𝑖 + 𝑁(𝑘𝑙+1

𝑖 ) − 1)‖𝑃𝑖

= ‖𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑙

𝑖 + 𝑁(𝑘𝑙
𝑖)|𝑘𝑙

𝑖) − 𝑥𝑟(𝑘𝑙
𝑖 + 𝑁(𝑘𝑙

𝑖))‖𝑃𝑖
⩽ 𝛼𝜀𝑖

因此,考虑条件(2.13),有下式成立：

‖𝑥̄𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 + 𝑁(𝑘𝑙+1

𝑖 ) − 1|𝑘𝑙+1
𝑖 ) − 𝑥𝑟(𝑘𝑙+1

𝑖 + 𝑁(𝑘𝑙+1
𝑖 ) − 1)‖𝑃𝑖

⩽ ‖𝐴‖𝑃𝑖
𝑁(𝑘0

𝑖 )−1𝜎𝑖 + 𝛼𝜀𝑖 ⩽ 𝜀𝑖.

所以 𝑥̄𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 + 𝑁(𝑘𝑙+1

𝑖 ) − 1|𝑘𝑙+1
𝑖 ) ∈ 𝕏𝑎

𝑖，进而终端状态满足以下式：

‖𝑥̄𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 + 𝑁(𝑘𝑙+1

𝑖 )|𝑘𝑙+1
𝑖 ) − 𝑥𝑟(𝑘𝑙+1

𝑖 + 𝑁(𝑘𝑙+1
𝑖 ))‖𝑃𝑖

= ‖𝐴𝑥̄𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 + 𝑁(𝑘𝑙+1

𝑖 ) − 1|𝑘𝑙+1
𝑖 ) + 𝐵𝐾𝑖𝑥̄𝑖(𝑘𝑙+1

𝑖 + 𝑁(𝑘𝑙+1
𝑖 ) − 1|𝑘𝑙+1

𝑖 )

− 𝑥𝑟(𝑘𝑙+1
𝑖 + 𝑁(𝑘𝑙+1

𝑖 ) − 1) − 𝐴𝑥𝑟(𝑘𝑙+1
𝑖 + 𝑁(𝑘𝑙+1

𝑖 ) − 1)‖𝑃𝑖

= ‖(𝐴 + 𝐵𝐾𝑖)𝑥̄𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 + 𝑁(𝑘𝑙+1

𝑖 ) − 1|𝑘𝑙+1
𝑖 ) − 𝑥𝑟(𝑘𝑙+1

𝑖 + 𝑁(𝑘𝑙+1
𝑖 ) − 1)‖𝑃𝑖

= ‖(𝐴 + 𝐵𝐾𝑖)𝑥̄𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 + 𝑁(𝑘𝑙+1

𝑖 ) − 1|𝑘𝑙+1
𝑖 ) − 𝑥̂∗

𝑖 (𝑘𝑙+1
𝑖 + 𝑁(𝑘𝑙+1

𝑖 ) − 1|𝑘𝑙
𝑖)

+ 𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑙+1

𝑖 + 𝑁(𝑘𝑙+1
𝑖 ) − 1|𝑘𝑙

𝑖) − 𝑥𝑟(𝑘𝑙+1
𝑖 + 𝑁(𝑘𝑙+1

𝑖 ) − 1)‖𝑃𝑖

⩽ ‖(𝐴 + 𝐵𝐾𝑖)‖𝑃𝑖 (‖𝐴‖𝑃𝑖
𝑁(𝑘0

𝑖 )−1𝜎𝑖 + 𝛼𝜀𝑖) .

结合条件(2.14)，可证终端约束满足。
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• ū𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 ) ∈ 𝕌𝑖：可行控制输入构造如(2.11)所示，所以当𝑚 = 0, ..., 𝑁(𝑘𝑙+1

𝑖 )−2
时，𝑘𝑙+1

𝑖 时刻的可行控制输入等于上一触发时刻 𝑘𝑙
𝑖 的最优控制输入，即

̄𝑢𝑖(𝑘𝑙+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙+1

𝑖 ) = ̂𝑢∗
𝑖 (𝑘𝑙+1

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑙
𝑖) ∈ 𝕌𝑖；另一方面，当 𝑚 = 𝑁(𝑘𝑙+1

𝑖 ) − 1时，
由条件(2.12)可得 ̄𝑢𝑖(𝑘𝑙+1

𝑖 + 𝑁(𝑘𝑙+1
𝑖 ) − 1|𝑘𝑙+1

𝑖 ) ∈ 𝕌𝑖。

证毕。 ∎

注 条件(2.12)-(2.14)是容易满足的。对于条件(2.12)，如果控制输入为 𝕌𝑖 ≜
{𝑢𝑖 ∈ 𝑅𝑚 ∶ ‖𝑢𝑖‖ ⩽ 𝑢max}，由于 ‖𝑥𝑖 − 𝑥𝑟‖𝑃𝑖

⩽ 𝛼𝜀𝑖，那么只要设计 𝐾𝑖和 𝑃𝑖使得不

等式 √𝜆max(𝐾𝑖𝑇 𝐾𝑖)√𝜆min(𝑃𝑖)𝛼𝜀𝑖 ⩽ 𝑢max 成立即可。其他形式的控制输入约束类
似。对于条件(2.13)和(2.14)，由于 (𝐴, 𝐵)是可控的，所以可以设计适合的 𝐾𝑖 和

𝑃𝑖使得条件满足。

2.4.2 多智能体一致性分析

本部分对多智能体系统(2.1)的一致性进行分析,目的是给出在算法2.1下多智
能体系统达到一致性的充分条件。

定理 2.2 如果假设2.1和定理2.1中的条件满足,并且以下条件

‖𝐴‖𝑃𝑖 (1 + ‖𝐴‖𝑃𝑖) 𝜌𝑖 + 𝜌𝑖 ⩽ 𝜎𝑖, (2.18)

‖𝐴 + 𝐵𝐾𝑖‖𝑃𝑖
𝜀𝑖 + 𝜌𝑖 ⩽ 𝜀𝑖, (2.19)

满足，那么多智能体系统(2.1)在算法2.1下能达到定义2.1中的一致性。

证明 1)首先证明如果条件(2.18)满足，则触发间隔 𝛥(𝑘𝑙
𝑖) ⩾ 2, ∀𝑙 ∈ ℕ。由触

发条件(2.9)，不等式(2.15)和条件(2.18)易得 𝛥(𝑘𝑙
𝑖) ⩾ 2, ∀𝑙 ∈ ℕ，从而预测时域满

足𝑁(𝑘𝑙+1
𝑖 ) < 𝑁(𝑘𝑙

𝑖)，预测时域会一直递减到 1，这意味着每个智能体 𝑖, 𝑖 ∈ 𝒱 的
状态 𝑥𝑖(𝑘)会在有限时间内进入集合 𝕏𝑎

𝑖。

2)其次证明 𝕏𝑎
𝑖 是鲁棒不变集。由 𝕏𝑎

𝑖 的定义可知 ‖𝑥𝑖(𝑘) − 𝑥𝑟(𝑘)‖𝑃𝑖
⩽ 𝜀𝑖，那

么根据双模策略有：

‖𝑥𝑖(𝑘 + 1) − 𝑥𝑟(𝑘 + 1)‖𝑃𝑖

= ‖𝐴𝑥𝑖(𝑘) + 𝐵𝐾𝑖 (𝑥𝑖(𝑘) − 𝑥𝑟(𝑘)) + 𝑤𝑖(𝑘) − 𝐴𝑥𝑟(𝑘)‖𝑃𝑖

= ‖(𝐴 + 𝐵𝐾𝑖 ) (𝑥𝑖(𝑘) − 𝑥𝑟(𝑘)) + 𝑤𝑖(𝑘)‖𝑃𝑖

⩽ ‖(𝐴 + 𝐵𝐾𝑖 )‖𝑃𝑖
𝜀𝑖 + 𝜌𝑖⩽ 𝜀𝑖,

其中最后一行不等式由条件(2.19)得到。结合 1) 和 2)，令定义2.1中 𝛿 =
𝜀𝑖/√𝜆min(𝑃𝑖)，则多智能体系统(2.1)最终能达到定义中的一致性。 ∎

注 不等式(2.18)(2.19)是容易成立的。对于条件(2.18)，在给定扰动和已设计
权重矩阵𝑃𝑖的情况下，𝜎𝑖设计为满足(2.18)即可。对于条件(2.19)，由于 (𝐴, 𝐵)可控，
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可以设计𝐾𝑖和 𝑃𝑖使得 ‖𝐴+𝐵𝐾𝑖‖𝑃𝑖 < 1，那么 𝜀𝑖设计满足 (1−‖𝐴+𝐵𝐾𝑖‖𝑃𝑖)𝜀𝑖 > 𝜌𝑖

即可使得(2.19)成立。
注 注意到本文提出的优化问题可行性充分条件(2.14)和多智能体系统一致

性条件(2.19)是以诱导范数 ‖ ⋅ ‖𝑃𝑖 形式给出，而文献 [130]中的条件是矩阵 2-范数
形式。文献 [130]中的条件是本文提出的充分条件的一种特殊情况，即：𝑃𝑖为单位

阵；另一方面，要使得本文中的条件(2.14)和(2.19)成立，可以设计反馈增益𝐾𝑖和

权重矩阵 𝑃𝑖两个参数。由于 (𝐴, 𝐵)可控，必然存在𝐾𝑖和 𝑃𝑖使得 ‖𝐴+𝐵𝐾𝑖‖𝑃𝑖 < 1，
而类似的条件在文献 [130]中只能通过设计反馈增益 𝐾𝑖，且不一定存在 𝐾𝑖 使得

‖𝐴 + 𝐵𝐾𝑖‖𝑃𝑖 < 1，所以本文提出的优化问题可行性充分条件和多智能体系统一
致性条件相对于文献 [130]更易成立。
注 传统的基于 ET-DMPC为了保证稳定性或一致性，计算两个触发时刻的

候选 Lyapunov函数（通常选择最优值函数）之差，从而给出系统稳定性或一致
性的控制参数设计要求，例如 [60, 120, 131]等。而在多智能体的跟踪一致性中，
为了快速达到跟踪一致，代价函数中不仅含有参考信号，还有邻居的估计信息。

触发导致子系统之间信息交换异步，子系统对其邻居信息的估计误差会累积。所

以，以值函数作为 Lyapunov函数作差的分析方法一方面要使用累积的邻居估计
误差，另一方面参考信号之差难处理，从而使得为了保证一致性设计的控制参数

很保守，导致频繁触发。本章所提自适应策略则用递减的预测时域保证了系统一

致性，避免了使用传统的 Lyapunov方法分析，降低了保守性。

2.5 仿真验证

本节主要是通过仿真案例验证算法2.1的有效性。考虑的仿真案例是由四个
车辆 (𝑀 = 4 )组成的多智能体系统。如图2.1所示,其中每个车辆的动态方程如
文献 [130]所示,经过采样周期 1s离散化后为：

车辆 1车辆 2车辆 3车辆 4

图 2.1 四个车辆组成的多智能体系统,其中的虚线表示车辆之间的信息传输

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑟𝑖(𝑘 + 1) = 𝑟𝑖(𝑘) + 𝑣𝑖(𝑘) + 0.5𝑢𝑖(𝑘),

𝑣𝑖(𝑘 + 1) = 𝑣𝑖(𝑘) + 1
𝑚𝑖

𝑢𝑖(𝑘) + 𝑤𝑖(𝑘),
(2.20)

其中 𝑟𝑖 和 𝑣𝑖 分别是车辆 𝑖, 𝑖 ∈ 𝒱 的位置和速度，𝑚𝑖 为车辆 𝑖的质量，𝑚𝑖 = 1kg,
𝑤𝑖 是外部扰动。车辆的速度约束为 |𝑣𝑖| ⩾ 16m/s，控制约束为 |𝑢𝑖| ⩾ 10N，外部
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扰动的上界 𝜌𝑖 = 0.01。最终的目标是使得每个车辆之间保持恒定的距离，速度保
持相同恒定的值，即：

lim
𝑘→∞

𝑟𝑖(𝑘) − 𝑑𝑖𝑟 = lim
𝑘→∞

𝑟𝑗(𝑘) − 𝑑𝑗𝑟,

lim
𝑘→∞

𝑣𝑖(𝑘) = lim
𝑘→∞

𝑣𝑗(𝑘), ∀𝑖, 𝑗 ∈ 𝒱,

其中 𝑑𝑖𝑟是车辆 𝑖与虚拟参考信号 𝑥𝑟之间期望的相对距离。

初始化每个车辆的初始值。令状态值 𝑥𝑖 = [𝑟𝑖 − 𝑑𝑖𝑟; 𝑣𝑖] ,其中每个车辆的起
始位置分别是 𝑟1(0) = −60m，𝑟2(0) = −50m，𝑟3(0) = 50m，𝑟4(0) = 70m。起始速
度分别为 𝑣1(0) = 4m/s，𝑣2(0) = 1.5m/s，𝑣3(0) = 1m/s和 𝑣4(0) = 0.5m/s。期望的
相对距离为 𝑑1𝑟 = −20m，𝑑2𝑟 = −10m，𝑑3𝑟 = 10m，𝑑4𝑟 = 20m。参考信号初始值
为 𝑟𝑟(0) = 0m，𝑣𝑟(0) = 2m/s。
仿真中，初始预测时域𝑁(𝑘0

𝑖 ) = 6，权重矩阵𝑄𝑖 = 𝐼2，𝑅𝑖 = 1，𝑄𝑖𝑗 = 0.1𝐼2，∀𝑖 ∈
𝒱，𝑗 ∈ 𝒩𝑖。根据文献 [33]中的引理 1，𝑃𝑖可以设计为 𝑃𝑖 = [2.85 1.27; 1.27 3.09]。
进而为了满足一致性条件，根据(2.18)式，可以设计 𝜎𝑖 = 0.052。最后根据(2.12)-
(2.14)和 (2.19)，设计 𝐾𝑖 = [−0.5354 − 1.1923]，𝜀𝑖 = 2.1，∀𝑖, 𝑖 ∈ 𝒱，𝛼 = 0.72。

使用MATLAB的 fmincon函数求解分布式优化问题，仿真结果如图2.2-2.5所
示。

0 5 10 15 20 25

Time (s) 

-50

0

50

100

150

200

P
os

iti
on

s(
m

)

图 2.2 四个车辆的位置轨迹

• 从图2.2到图2.4可以看出，系统的状态约束和控制输入约束是满足的。
• 图2.2和图2.3说明了智能体系统达到了一致,即每个车辆与参考信号的位置
保持了设定值的相对距离,与参考信号的速度保持相等。
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图 2.3 四个车辆的速度轨迹
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图 2.4 四个车辆的控制输入

• 图2.5中显示了 4个车辆的触发时刻和预测时域，可以发现一方面优化问题
的求解只发生在特定触发时刻，另一方面预测时域随状态靠近终端区域是

衰减的，从而算法2.1有效地降低了计算和通信资源消耗。
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图 2.5 四个车辆的触发时刻和预测时域

2.6 本章小结

本章针对线性受扰多智能体系统提出了自适应 ET-DMPC方法。该方法使得
多智能体达到一致的同时,一方面通过自适应事件触发机制减少分布式优化问题
的求解次数和降低优化问题求解复杂度,另一方面基于自适应时域保证了系统的
一致性，降低了传统方法带来的保守性，从而更有效地降低了计算和通信资源消

耗。通过约束收缩方法使得系统的真实状态在扰动存在下依旧满足约束，系统能

够安全运行。建立了优化问题的可行性和系统一致性的充分条件,最终用多车辆
案例说明了提出方法的有效性。
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第 3章 耦合非线性系统的复合事件触发分布式 MPC

3.1 引言

上一章研究了非耦合系统的事件触发策略设计中稳定性分析保守性大的问

题。实际中一些大型系统是耦合系统，如智能电网、城市配水系统等等，所以研

究耦合系统是有必要的。耦合系统的耦合项会直接影响到系统的控制性能，所以

耦合系统的分布式模型预测控制的核心是耦合项的处理。对于耦合项的处理一

般分为两种：一种是将耦合项忽略当做外部扰动，例如 [69, 91-92, 132]，但是这
样会导致控制性能变差；第二种将耦合项保留于预测模型中，以此达到子系统之

间信息交互的目的，从而提升系统控制性能，对应研究可见 [73, 93, 95, 133]。
本章采用第二种方法研究基于 ET-DMPC的非线性耦合系统。当前，对于非

线性耦合系统的 ET-DMPC 相对较少，原因在于耦合项的存在使得触发条件难
以设计。Mi 等人在 [120] 中研究了线性耦合系统的 ET-DMPC 算法，为了处理
耦合影响，在局部优化问题中加入了多个约束。Liu等人在 [131]中研究了非线
性耦合系统的 ET-DMPC算法，在优化问题中限制了子系统预测状态和假设状态
之间的偏差，从而保证了算法可行。尽管在 [120, 131]中已经研究了耦合系统的
ET-DMPC，但仍有一些问题需要解决。1）耦合动态中的邻居系统精确信息不可
得，进而需要对邻居信息进行估计。触发机制导致的异步行为会使得对邻居信息

的估计误差累积，而基于稳定性设计的触发条件避免不了使用邻居估计信息，所

以触发条件很容易满足，不能有效地节省计算和通信资源；2）先前研究使用了
双模策略 [60, 119-120, 131]，所以在状态进入终端约束集后，状态和控制输入需
要通过通信网络周期性地传输到执行器，导致通信负载过大；3）由于动态耦合
的存在，传统的约束收缩方法无法保证状态约束的满足。

基于上述讨论，本章针对受扰的非线性耦合系统设计了一种新的 ET-DMPC
策略以更有效地节约计算和通信资源。首先，设计了一种复合事件触发方法，该

复合触发条件包含了一个与邻居估计信息无关的稳定性触发条件，有效地降低

了触发频率，并且避开了双模策略的使用，进而有效地降低了通信负载。其次是

设计了一种新的约束收缩方法。本章基于触发阈值设计了新的约束收缩集，最终

可以使得在耦合影响和外部扰动同时存在的情况下系统状态约束依旧满足。

本章主要安排如下，第3.2节描述所要研究的系统模型及系统控制架构。
第3.3节描述了所提出的复合 ET-DMPC 算法，其包含局部 OCP 的构造和复合
触发条件的设计。紧接着第3.4节分析了所提算法的可行性和系统的闭环稳定性。
第3.5节通过仿真验证了所提算法的有效性。最后总结了本章的主要工作内容。
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3.2 问题描述

本章考虑实际中常见的网络化控制系统 [134-135]，其架构如图3.1所示。该
结构包括由多个耦合子系统组成的被控对象，多个控制器组成的计算平台，以及

本地组件（例如传感器、事件生成器和执行器）与远程控制器之间的网络。整个

系统的运行过程为：每个传感器 𝑖周期地测量状态，事件生成器 𝑖决定是否将测
量的状态通过通信网络传输到远程控制器 𝑖；当远程控制器 𝑖接收到测量的状态
则求解 OCP，求解得到的最优控制输入和对应的最优状态将通过通信网络传输
给执行器 𝑖。

执行器M传感器M

控制器 M

执行器i传感器i

控制器 i

子系统 1

执行器 1传感器 1

控制器 1

通信网络

事件生成器1 事件生成器i 事件生成器M

子系统i 子系统M

图 3.1 网络化控制系统的事件触发分布式模型预测控制架构

值得注意的是信息在每个传感器 𝑖、事件生成器 𝑖以及执行器 𝑖之间是共享
的。同样，远端的各个控制器之间信息也是共享的，控制器之间信息共享可以使

得控制器 𝑖能够使用子系统 𝑖的邻居信息来构造优化问题。实际中，这样的共享
是可以通过硬件实现的，不需要通信成本。

考虑的被控对象由𝑀 个非线性离散子系统构成，子系统之间通过状态耦合。
子系统之间的动态耦合用有向图 𝒢 = (𝒱, ℰ)描述，其中 𝒱 = {1, ..., 𝑀}是节点的
集合，ℰ ⊂ 𝒱 × 𝒱 是边的集合。第 𝑖个子系统由下列离散时间非线性系统描述：

𝑥𝑖(𝑘 + 1) = 𝑓𝑖(𝑥𝑖(𝑘), 𝑢𝑖(𝑘)) + ∑
𝑗∈𝒩 𝑢

𝑖

𝑔𝑖𝑗(𝑥𝑗(𝑘)) + 𝑤𝑖(𝑘), (3.1)

其中 𝑖 ∈ 𝒱，系统的状态和控制输入分别受到约束 𝑥𝑖(𝑘) ∈ 𝕏𝑖 ⊂ ℝ𝑛𝑖 和 𝑢𝑖(𝑘) ∈
𝕌𝑖 ⊂ ℝ𝑚𝑖。𝑤𝑖(𝑘) ∈ 𝕎𝑖 = {𝑤𝑖 ∈ ℝ𝑛𝑖 ∶ ‖𝑤𝑖‖𝑃𝑖 ⩽ 𝜌𝑖, 𝜌𝑖 > 0}是系统的外部扰动。集
合 𝕏𝑖和 𝕌𝑖是包含原点的紧集。𝒩 𝑢

𝑖 表示子系统 𝑖的上游邻居集，即对于一些子
系统 𝑗（𝑗 ≠ 𝑖），𝑗 的状态在子系统 𝑖的系统方程中。相应地，子系统 𝑖是子系统
𝑗 的下游邻居集，即 𝑖 ∈ 𝒩 𝑑

𝑗 。
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此外，函数 𝑓𝑖和 𝑔𝑖𝑗 满足以下假设：

假设 3.1 函数 𝑓𝑖和 𝑔𝑖𝑗满足 𝑓𝑖(0, 0) = 0，𝑔𝑖𝑗(0) = 0，并且对于任意 𝑥, 𝑦 ∈ 𝕏𝑖,
𝑥, 𝑦 ∈ 𝕏𝑗，𝑖 ∈ 𝒱 和 𝑗 ∈ 𝒩 𝑢

𝑖 ，存在常数 𝐿𝑓𝑖 和 𝐿𝑔𝑖𝑗 使得以下不等式成立：

‖𝑓𝑖(𝑥, 𝑢) − 𝑓𝑖(𝑦, 𝑢)‖𝑃𝑖 ⩽ 𝐿𝑓𝑖‖𝑥 − 𝑦‖𝑃𝑖 , (3.2)

‖𝑔𝑖𝑗(𝑥) − 𝑔𝑖𝑗(𝑦)‖𝑃𝑖 ⩽ 𝐿𝑔𝑖𝑗 ‖𝑥 − 𝑦‖𝑃𝑖 , (3.3)

其中，𝑃𝑖是权重矩阵。

注 Lipschitz常数过大会导致分析结果过于保守。由于没有状态约束，文献
[131]中使用的是全局 Lipschitz常数。而本文存在状态约束，所以假设存在的是
局部 Lipschitz常数，相比文献 [131]，本文的保守性更低。此外，注意到假设3.1中
的 Lipschitz常数依赖于权重矩阵 𝑃𝑖，可以根据文献 [54]中更换权重矩阵的方法
进一步降低 Lipschitz常数带来的保守性。
在系统动态方程(3.1)的基础上，整个系统动态方程可以表示为如下形式：

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐹 (𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘)) + 𝑤(𝑘) = 𝑓(𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘)) + 𝑔(𝑥(𝑘)) + 𝑤(𝑘), (3.4)

其中，𝑥 = [𝑥𝑇
1 , ⋯ , 𝑥𝑇

𝑀 ]𝑇 ∈ 𝕏 ⊆ ℝ𝑛，𝕏 = 𝕏1 × ⋯ × 𝕏𝑀，𝑛 = ∑𝑖∈𝒱 𝑛𝑖，𝑢 =
[𝑢𝑇

1 , ⋯ , 𝑢𝑇
𝑀 ]𝑇 ∈ 𝕌 ⊆ ℝ𝑚，𝕌 = 𝕌1 × ⋯ × 𝕌𝑀，𝑚 = ∑𝑖∈𝒱 𝑚𝑖，𝑤 = [𝑤𝑇

1 , ⋯ , 𝑤𝑇
𝑀 ]𝑇 ∈

𝕎 ⊆ ℝ𝑛，𝕎 = 𝕎1 × ⋯ 𝕎𝑀。此外，𝑓(𝑥, 𝑢) = [𝑓1(𝑥1, 𝑢1)𝑇 , ⋯ , 𝑓𝑀 (𝑥𝑀 , 𝑢𝑀 )𝑇 ]𝑇，

𝑔(𝑥) = [∑𝑗∈𝒩 𝑢
1

𝑔1𝑗(𝑥𝑗)𝑇 , ⋯ , ∑𝑗∈𝒩 𝑢
𝑀

𝑔𝑀𝑗(𝑥𝑗)𝑇 ]𝑇。

为了使得系统能在原点附近稳定，需要用到局部控制器，其设计依赖于系

统(3.1)的线性化。此外，局部控制器在终端约束集内使用，终端约束集的构造依
赖于系统(3.4)的线性化。为此，以下给出系统(3.1)和(3.4)的线性化。
子系统 𝑖在原点附近的线性化动态方程为：

𝑥𝑖(𝑘 + 1) = 𝐴𝑖𝑖𝑥𝑖(𝑘) + 𝐵𝑖𝑢𝑖(𝑘) + ∑
𝑗∈𝒩 𝑢

𝑖

𝐴𝑖𝑗𝑥𝑗(𝑘) + 𝑤𝑖(𝑘), (3.5)

其中，𝐴𝑖𝑖 = ∂𝑓𝑖/∂𝑥𝑖(0, 0)，𝐴𝑖𝑗 = ∂𝑔𝑖𝑗 /∂𝑥𝑗(0)，𝑗 ∈ 𝒩 𝑢
𝑖 ，𝐵𝑖 = ∂𝑓𝑖/∂𝑢𝑖(0, 0)。系统(3.4)在

原点附近的线性化为：

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑥(𝑘) + 𝐵𝑢(𝑘) + 𝑤(𝑘), (3.6)

其中，𝐴 = ∂𝐹 /∂𝑥(0, 0)，𝐵 = ∂𝑓/∂𝑢(0, 0)。
假设 3.2 对于每一个线性化的子系统 (3.5)，存在一个反馈控制器 𝑢𝑖(𝑘) =

𝐾𝑖𝑥𝑖(𝑘) 使得 𝐴𝑠𝑖 = 𝐴𝑖𝑖 + 𝐵𝑖𝐾𝑖 和 𝐴𝑜 = 𝐴 + 𝐵𝐾 都是舒尔稳定，其中 𝐾 =
diag(𝐾1, ⋯ , 𝐾𝑀 )。
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从上述图3.1的控制结构的运行过程可知，通信和计算资源的消耗与数据传
输的频率和优化问题的求解频率有关。因此，本章的主要目标是设计一个 ET-
DMPC策略以降低触发次数从而减少通信和计算资源消耗。
注 注意到文献 [120, 131]中每个被控对象的控制器放置于本地，而在本章

图3.1的控制结构中被放置于远端，这样的差别会带来以下两点影响：
1）在文献 [120, 131]中，不同子系统之间的信息交换需要利用通信网络。而

在本章中，信息在远端控制器之间的交换不需要网络，可以通过硬件实现。

2）在文献 [120, 131]中，对于每个子系统 𝑖，信息从控制器 𝑖传输到本地部
分不需要利用通信资源，而本章图3.1中的控制结构需要占用通信资源。

3.3 复合事件触发分布式模型预测控制策略设计

本节首次定义了局部 OCP，然后根据 OCP的可行性和系统的稳定性建立触
发条件，最终给出 ET-DMPC算法。

3.3.1 分布式优化问题

在 ET-DMPC控制框架下，每个子系统的触发时刻是不同的，所以每个控制
器是异步激活的。因此，控制器 𝑖得不到上游邻居 𝑗(𝑗 ∈ 𝒩 𝑢

𝑖 )的真实信息，尽管
邻居 𝑗(𝑗 ∈ 𝒩 𝑢

𝑖 )的真实信息有益于控制性能的提升。
对于每个子系统 𝑖，用 𝑘𝑟

𝑖 , 𝑟 ∈ ℕ表示第 𝑟个触发时刻。为了考虑耦合影响，
每个子系统 𝑖假设其上游邻居的行为。具体来说，在每个触发时刻 𝑘𝑟

𝑖 之前，每

个控制器 𝑖利用其上游邻居的假设状态 𝑥𝑎
𝑗。类似地，子系统 𝑖也将自身信息传送

到其下游邻居，让下游邻居构造假设状态 𝑥𝑎
𝑖。

基于上述触发时刻和假设状态的定义，局部 OCP定义如下：

min
û𝑖(𝑘𝑟

𝑖 )
𝐽𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘𝑟

𝑖 ), û𝑖(𝑘𝑟
𝑖 ))

𝑠.𝑡. 𝑥̂𝑖(𝑘𝑟
𝑖 + 𝑚 + 1|𝑘𝑟

𝑖 ) = 𝑓𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘𝑟
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟

𝑖 ), ̂𝑢𝑖(𝑘𝑟
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟

𝑖 ))

+ ∑𝑗∈𝒩 𝑢
𝑖
𝑔𝑖𝑗(𝑥𝑎

𝑗 (𝑘𝑟
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟

𝑖 )), 𝑚 = 0, ⋯ , 𝑁𝑖 − 1 (3.7a)

‖𝑥̂𝑖(𝑘𝑟
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟

𝑖 ) − 𝑥̄∗
𝑖 (𝑘𝑟

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟−1
𝑖 )‖𝑃𝑖 ⩽ 𝜎, 𝑚 = 0, ⋯ , 𝑁𝑖 (3.7b)

𝑥̂𝑖(𝑘𝑟
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟

𝑖 ) ∈ 𝕏𝑖 ⊖ 𝔹𝑖(𝑚), 𝑚 = 1, ⋯ , 𝑁𝑖 − 1 (3.7c)

̂𝑢𝑖(𝑘𝑟
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟

𝑖 ) ∈ 𝕌𝑖, 𝑚 = 0, ⋯ , 𝑁𝑖 − 1 (3.7d)

𝑥̂𝑖(𝑘𝑟
𝑖 + 𝑁𝑖|𝑘𝑟

𝑖 ) ∈ 𝕏𝑓
𝑖 ， (3.7e)

其中𝑁𝑖是每个子系统 𝑖的预测时域，û𝑖(𝑘𝑟
𝑖 ) = { ̂𝑢𝑖(𝑘𝑟

𝑖 |𝑘𝑟
𝑖 ), ⋯ , ̂𝑢𝑖(𝑘𝑟

𝑖 + 𝑁 − 1|𝑘𝑟
𝑖 )}是

在 𝑘𝑟
𝑖 时刻的预测控制输入，𝕏𝑓

𝑖 = {𝑥 ∈ ℝ𝑛𝑖 ∶ ‖𝑥‖𝑃𝑖 ⩽ 4𝜀/(5√𝑀)}表示终端约束
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集，控制参数 𝜀和 𝜎将在分析部分确定。
用 û∗

𝑖 (𝑘𝑟
𝑖 ) = { ̂𝑢∗

𝑖 (𝑘𝑟
𝑖 |𝑘𝑟

𝑖 ), ⋯ , ̂𝑢∗
𝑖 (𝑘𝑟

𝑖 +𝑁𝑖−1|𝑘𝑟
𝑖 )}表示最优控制输入序列，̂x∗

𝑖 (𝑘𝑟
𝑖 ) =

{𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑟

𝑖 |𝑘𝑟
𝑖 ), ⋯ , 𝑥̂∗

𝑖 (𝑘𝑟
𝑖 + 𝑁|𝑘𝑟

𝑖 )}表示与之相对应的最优状态序列。以下部分给出优
化问题中假设状态 𝑥𝑎

𝑗 (𝑘𝑟
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟

𝑖 )，状态 𝑥̄∗
𝑖 (𝑘𝑟

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟−1
𝑖 )，收缩集 𝔹𝑖(𝑚)，代价函数

𝐽𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘𝑟
𝑖 ), û𝑖(𝑘𝑟

𝑖 ), 𝑁𝑖)的具体形式。
• 假设状态 𝑥𝑎

𝑗 (𝑘 + 𝑚|𝑘), 𝑗 ∈ 𝒩 𝑢
𝑖 构造如下：

𝑥𝑎
𝑗 (𝑘 + 𝑚|𝑘) =

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝑥̂∗
𝑗 (𝑘 + 𝑚|𝜂𝑗(𝑘)), 𝑚 = 0, ⋯ , 𝜂𝑗(𝑘) + 𝑁𝑗 − 𝑘

𝑓𝑗(𝑥𝑎
𝑗 (𝑘 + 𝑚 − 1|𝑘), 𝐾𝑗𝑥𝑎

𝑗 (𝑘 + 𝑚 − 1|𝑘)),

𝑚 = 𝜂𝑗(𝑘) + 𝑁𝑗 − 𝑘 + 1, ⋯ , 𝑁𝑖,

(3.8)

其中 𝜂𝑗(𝑘) 子系统 𝑗 在 𝑘 时刻之前离 𝑘 最近的触发时刻，即 𝜂𝑗(𝑘) < 𝑘。
图3.2给出假设状态构造的示意图。

𝑁𝑖

𝑖
𝑘

𝑗

𝑁𝑗
𝜂𝑗 𝑘 + 𝑁𝑗

ො𝑥𝑗
∗(𝑘 + 𝑚|𝜂𝑗(𝑘))

𝑘 + 𝑁𝑖

𝑓𝑗(𝑥𝑗
𝑎, 𝐾𝑗(𝑥𝑗

𝑎))

𝜂𝑗(𝑘)

图 3.2 假设状态构造示意图

• (3.7b)中的状态 𝑥̄∗
𝑖 (𝑘𝑟

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟−1
𝑖 )构造如下：

𝑥̄∗
𝑖 (𝑘𝑟

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟−1
𝑖 ) =

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑟

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟−1
𝑖 ), 𝑘 = 0, ⋯ , 𝑁𝑖 − 𝛥(𝑘𝑟

𝑖 )

𝑓𝑖(𝑥̄∗
𝑖 (𝑘𝑟

𝑖 + 𝑚 − 1|𝑘𝑟−1
𝑖 ), 𝐾𝑖𝑥̄∗

𝑖 (𝑘𝑟
𝑖 + 𝑚 − 1|𝑘𝑟−1

𝑖 )),

𝑘 = 𝑁𝑖 − 𝛥(𝑘𝑟
𝑖 ) + 1, ⋯ , 𝑁𝑖,

(3.9)

其中 𝛥(𝑘𝑟
𝑖 ) = 𝑘𝑟

𝑖 − 𝑘𝑟−1
𝑖 为两个相邻触发时刻的间隔。

• 收缩集 𝔹𝑖(𝑚)定义如下：

𝔹𝑖(𝑚)∶={𝑥 ∈ ℝ𝑛𝑖 ∶ ‖𝑥‖𝑃𝑖 ⩽
𝐿𝑚

𝑓𝑖−1
𝐿𝑓𝑖−1𝜏𝑖+𝑁𝑖𝛤𝑖𝐿𝑔𝑖𝑗 𝜎

𝐿𝑚
𝑓𝑖−𝐿𝑓𝑖

(𝐿𝑓𝑖−1)2 }, (3.10)

其中 𝜏𝑖 > 0将在分析部分给出具体形式。
• 代价函数定义为：

𝐽𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘𝑟
𝑖 ), û𝑖(𝑘𝑟

𝑖 ))

= ∑𝑁𝑖−1
𝑚=0 ‖𝑥̂𝑖(𝑘𝑟

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟
𝑖 )‖2

𝑄𝑖
+ ‖ ̂𝑢𝑖(𝑘𝑟

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟
𝑖 )‖2

𝑅𝑖
+ ‖𝑥̂𝑖(𝑘𝑟

𝑖 + 𝑁𝑖|𝑘𝑟
𝑖 )‖2

𝑃𝑖
, (3.11)
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其中𝑄𝑖, 𝑅𝑖,和 𝑃𝑖是正定矩阵。此外，矩阵 𝑃𝑖满足 Lyapunov方程：𝐴𝑇
𝑠𝑖𝑃𝑖𝐴𝑠𝑖 −

𝑃𝑖 = −(𝑄̃𝑖 + 𝛥𝑄𝑖)，𝑄̃𝑖 = 𝑄𝑖 + 𝐾𝑇
𝑖 𝑅𝑖𝐾𝑖，𝛥𝑄𝑖是一个正定矩阵。

注 1）式(3.7b)中的约束意味着子系统 𝑖 的预测状态 𝑥̂𝑖(𝑘𝑟
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟

𝑖 ) 不会偏
离 𝑥̄∗(𝑘𝑟

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟−1
𝑖 )太远。通过建立这个约束，可以将下面构造的可行状态与最

优预测状态建立起联系，有利于分析(3.7)中局部 OCP的可行性。2）式(3.10)中
的收缩集 𝔹𝑖(𝑚) 是为了保证在外部扰动和耦合影响同时存在的情况下状态约束
𝑥𝑖(𝑘) ∈ 𝕏𝑖, ∀𝑘 > 0仍然满足，将在分析部分 3.4给出具体说明。
以下是关于耦合度和状态反馈增益的假设，并做进一步解释。

假设 3.3 𝐴𝑇
𝑜 𝑃 𝐴𝑜 − 𝐴𝑇

𝑠 𝑃 𝐴𝑠 ⩽ 1/2𝑄̃
假设 3.4 存在辅助集合 𝕏𝑎

𝑖 ∶= {𝑥𝑖 ∶ ‖𝑥𝑖‖𝑃𝑖 ⩽ 𝜀/√𝑀}，𝛺𝑖 = {𝑥𝑖 ∶ ‖𝑥𝑖‖𝑃𝑖 ⩽
𝛼𝑖𝜀/√𝑀}，𝛷𝑖 ∶= {𝑥𝑖 ∶ ‖𝑥𝑖‖𝑃𝑖 ⩽ 4𝑐𝑖𝜀/(5√𝑀)}和一些常数 𝐿𝑓𝐾𝑖

> 0，0 < 𝑐𝑖 < 1，
0 < 𝛼𝑖 < 1使得对全部 𝑖 ∈ 𝒱, 𝑗 ∈ 𝑁𝑢

𝑖，有

(a) 𝕏𝑎
𝑖 ⊆ {𝑥𝑖 ∈ 𝕏𝑖 ⊖ 𝔹𝑖(𝑁𝑖 − 1) ∶ 𝐾𝑖𝑥𝑖 ∈ 𝕌𝑖}；

(b) 𝑓𝑖(𝑥𝑖, 𝐾𝑖𝑥𝑖) ∈ 𝛷𝑖, ∀𝑥𝑖 ∈ 𝕏𝑓
𝑖 ；

(c) 𝑓𝑖(𝑥𝑖, 𝐾𝑖𝑥𝑖) + ∑𝑗∈𝒩 𝑢
𝑖

𝑔𝑖𝑗(𝑥𝑎
𝑗 ) ∈ 𝛺𝑖, ∀𝑥𝑖 ∈ 𝕏𝑎

𝑖，𝑥𝑎
𝑗 ∈ 𝕏𝑎

𝑗；

(d) ‖𝑓𝑖(𝑥𝑖, 𝐾𝑖𝑥𝑖) − 𝑓𝑖(𝑦𝑖, 𝐾𝑖𝑦𝑖)‖𝑃𝑖 ⩽ 𝐿𝑓𝐾𝑖
‖𝑥𝑖 − 𝑦𝑖‖𝑃𝑖 , ∀𝑥𝑖, 𝑦𝑖 ∈ 𝕏𝑎

𝑖。

注 1)假设 3.3在分布式模型预测控制的研究中属于一个标准假设，例如研
究 [91, 93, 131]，其限制了子系统之间的耦合程度，是下面引理 3.1中正定不变集
𝕏𝑎存在的前提。选择合适的正定矩阵 𝛥𝑄可以使得假设3.3成立。

2）假设3.4中的性质 (a)-(d)的提出是为了保证(3.7)中 OCP的迭代可行性和
系统的稳定性。性质 (a)，(b)和 (d)是标准假设，在文献 [56, 73, 105-106, 136]有
类似的假设。性质 (a)成立只要集合 𝕏𝑎

𝑖 设置的比较小。根据下面引理 3.1，通过

设置 𝑐𝑖 = √1 − ̄𝜆(𝑃 −1/2
𝑖 𝑄̃𝑖𝑃 −1/2

𝑖 )，则性质 (b)很容易满足。性质 (c)与 [73, 136]中
的假设类似，如果子系统之间的耦合度过强，则性质 (c)可能不满足。此外，对
于一个耦合系统，解析地求解 𝛼𝑖是比较难的，可以通过数值仿真确定 𝛼𝑖。

引理 3.1 令 𝐴𝑠 = diag(𝐴𝑠1 , ⋯ , 𝐴𝑠𝑀 )，𝑄 = diag(𝑄1, ⋯ , 𝑄𝑀 )，𝑅 =
diag(𝑅1, ⋯ , 𝑅𝑀 )，𝑃 = diag(𝑃1, ⋯ , 𝑃𝑀 )，𝛥𝑄 = diag(𝛥𝑄1, ⋯ , 𝛥𝑄𝑀 )，则在假设
3.1-3.3成立的前提下，系统 𝑥(𝑘 + 1) = 𝐹 (𝑥(𝑘), 𝐾𝑥(𝑘))有：

1) 存在一个常数 𝜀使得集合 𝕏𝑎 ∶= {𝑥 ∶ 𝑉 (𝑥) ⩽ 𝜀2}是正定不变集；
2) 𝑉 (𝑥(𝑘+1))−𝑉 (𝑥(𝑘)) ⩽ −1/2𝑥(𝑘)𝑇 𝑄̃𝑥(𝑘)成立，对于任意 𝑥(𝑘) ∈ 𝕏𝑎, 𝐾𝑥(𝑘) ∈

𝕌,其中 𝑉 (𝑥(𝑘)) = ‖𝑥(𝑘)‖2
𝑃。

证明 证明的逻辑类似于 [137]，由于其证明过程有利于理解集合𝕏𝑎的设计，

所以这里依旧给出简洁的证明过程。定义 𝜓(𝑥(𝑘)) = 𝐹 (𝑥(𝑘), 𝐾(𝑥(𝑘))) − 𝐴𝑜(𝑥(𝑘))，
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则 𝑉 (𝑥(𝑘))沿着轨迹 𝑥(𝑘 + 1) = 𝐹 (𝑥(𝑘), 𝐾(𝑥(𝑘)))的差为：

𝑉 (𝑥(𝑘 + 1)) − 𝑉 (𝑥(𝑘)) = 𝑥(𝑘)𝑇 𝐴𝑇
𝑜 𝑃 𝐴𝑜𝑥(𝑘) + 𝜓(𝑥(𝑘))𝑇 𝑃 𝜓(𝑥(𝑘))

+ 2𝜓(𝑥(𝑘))𝑇 𝑃 𝐴𝑜𝑥(𝑘) − 𝑥(𝑘)𝑇 𝑃 𝑥(𝑘).

考虑到 𝐴𝑇
𝑠 𝑃 𝐴𝑠 − 𝑃 = −(𝑄̃ + 𝛥𝑄)和 𝐴𝑇

𝑜 𝑃 𝐴𝑜 − 𝐴𝑇
𝑠 𝑃 𝐴𝑠 ⩽ 1/2𝑄̃，则有下式成

立：

𝑉 (𝑥(𝑘 + 1)) − 𝑉 (𝑥(𝑘)) ⩽ −1
2𝑥(𝑘)𝑇 𝑄̃𝑥(𝑘) − 𝑥(𝑘)𝑇 𝛥𝑄𝑥(𝑘)

+ 𝜓(𝑥(𝑘))𝑇 𝑃 𝜓(𝑥(𝑘)) + 2𝜓(𝑥(𝑘))𝑇 𝑃 𝐴𝑜𝑥(𝑘). (3.12)

上述式(3.12)中含有 𝜓(𝑥(𝑘))的项进一步表达为：

𝜓(𝑥(𝑘))𝑇 𝑃 𝜓(𝑥(𝑘)) ⩽ ‖𝑃 ‖ ⋅ 𝐿̄2 ⋅ ‖𝑥(𝑘)‖2,

𝜓(𝑥(𝑘))𝑇 𝑃 𝐴𝑜𝑥(𝑘) ⩽ ‖𝑃 𝐴𝑜‖ ⋅ ‖𝜓(𝑥(𝑘))𝑇 ‖ ⋅ ‖𝑥(𝑘)‖

⩽ ‖𝑃 𝐴𝑜‖ ⋅ 𝐿̄ ⋅ ‖𝑥(𝑘)‖2, (3.13)

其中 𝐿̄ ∶= sup{‖𝜓(𝑥)‖/‖𝑥‖|𝑥 ∈ 𝕏𝑎, 𝑥 ≠ 0}。
将(3.13)代入到 (3.12)中产生

𝑉 (𝑥(𝑘 + 1)) − 𝑉 (𝑥(𝑘)) ⩽ −1
2𝑥(𝑘)𝑇 𝑄̃𝑥(𝑘) − 𝑥(𝑘)𝑇 𝛥𝑄𝑥(𝑘)

+(𝐿̄2‖𝑃 ‖ + 2𝐿̄‖𝑃 𝐴𝑜‖)‖𝑥(𝑘)‖2.

因此，如果下述条件成立，则引理3.1中 1)和 2)能成立。

(𝐿̄2‖𝑃 ‖ + 2𝐿̄‖𝑃 𝐴𝑜‖)‖𝑥(𝑘)‖2 ⩽ 𝑥(𝑘)𝑇 𝛥𝑄𝑥(𝑘).

由于 𝑥(𝑘)𝑇 𝛥𝑄𝑥(𝑘) ⩾ 𝜆min(𝛥𝑄)‖𝑥(𝑘)‖2，上述条件等价于

(𝐿̄2‖𝑃 ‖ + 2𝐿̄‖𝑃 𝐴𝑜‖)‖𝑥(𝑘)‖2 ⩽ 𝑥(𝑘)𝑇 𝛥𝑄𝑥(𝑘).

考虑到 𝐿̄2‖𝑃 ‖ + 2𝐿̄‖𝑃 𝐴𝑜‖ − 𝜆min(𝛥𝑄) = 0的正的解为

𝐿̄∗ = √‖𝑃 𝐴𝑜‖2+𝜆(𝛥𝑄)‖𝑃 ‖−‖𝑃 𝐴𝑜‖
‖𝑃 ‖

因此，如果选择一个 𝜀 > 0使得 𝐿̄ ⩽ 𝐿̄∗，则引理3.1中 1）和 2）成立。证毕。 ∎

注 集合 𝕏𝑎 在构造优化问题的可行解和分析系统的稳定性时比较重要 [56,
93]。为了确定集合 𝕏𝑎，我们可以选择一个足够大的 𝜀 使得 𝐿̄ ⩽ 𝐿̄∗ 满足。除

此之外，我们还可以通过如下方法来确定一个低保守的 𝕏𝑎。事实上，为了保证

𝑉 (𝑥(𝑘 + 1)) − 𝑉 (𝑥(𝑘)) ⩽ −1/2𝑥(𝑘)𝑇 𝑄̃𝑥(𝑘)，式(3.12)中的不等式 −𝑥(𝑘)𝑇 𝛥𝑄𝑥(𝑘) +
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𝜓(𝑥(𝑘))𝑇 𝑃 𝜓(𝑥(𝑘)) + 2𝜓(𝑥(𝑘))𝑇 𝑃 𝐴𝑜𝑥(𝑘) ⩽ 0需要满足。因此，选择控制参数 𝜀使
得下述优化问题的最优值是负值即可。

𝑀(𝜀) = max
𝑥

{−𝑥𝑇 𝛥𝑄𝑥 + 𝜓(𝑥)𝑇 𝑃 𝜓(𝑥) + 2𝜓(𝑥)𝑇 𝑃 𝐴𝑜𝑥}

s.t. 0 < 𝑥𝑇 𝑃 𝑥 ⩽ 𝜀2

𝜀 ⩽ 𝜁, (3.14)

其中，选取 𝜁 使得对于任意 𝑥 ∈ {𝑥 ∶ 𝑥𝑇 𝑃 𝑥 ⩽ 𝜁}，都有 𝐾𝑥 ∈ 𝕌。为了获得一个
较大的 𝕏𝑎，可以一直增加 𝜀只要保证𝑀(𝜀)是负值即可。

3.3.2 复合事件触发条件

本部分确定了复合触发条件，包含一个确保 OCP迭代可行的触发条件和一
个保证稳定性的并行触发条件。

1. 可行性触发条件
在每个更新时刻，对于每个子系统 𝑖，其上游邻居的假设状态可以传送到控

制器 𝑖。一方面，子系统 𝑖获得的是其上游邻居的假设状态信息而非真实状态信
息。另一方面，子系统 𝑖受到外部扰动。这两方面使得预测状态轨迹与真实轨迹
存在偏差，从而可能会导致(3.7b)和 (3.7e)中的约束不满足。为了解决此问题，设
计了如下的触发条件

‖𝑥𝑖(𝑘) − 𝑥̂∗
𝑖 (𝑘|𝑘𝑟

𝑖 )‖𝑃𝑖 >
𝜏𝑖 − ̄𝜆(𝑃

1
2

𝑖 )𝜌𝑖 − 𝛤𝑖𝐿𝑔𝑖𝑗 (𝜏𝑗 + 𝑁𝑖𝜎)
𝐿𝑓𝑖

, (3.15)

其中 𝛤𝑖 = max𝑖∈𝒱 Card{𝒩 𝑢
𝑖 }。

对于每个子系统 𝑖，𝑖 ∈ 𝒱，如果预测状态 𝑥̂∗
𝑖 (𝑘|𝑘𝑟

𝑖 )与真实状态 𝑥𝑖(𝑘)之间的
偏差超过设定的阈值，则触发事件。基于(3.15)中的触发条件，引理3.2给出下一
触发时刻的状态误差估计的上界。

引理 3.2 对于子系统(3.1)，在假设3.1成立的前提下，如果触发条件设计
为(3.15)，则

‖𝑥(𝑘𝑟+1
𝑖 ) − 𝑥̂∗

𝑖 (𝑘𝑟+1
𝑖 |𝑘𝑟

𝑖 )‖𝑃𝑖 ⩽ 𝜏𝑖 (3.16)

证明 在下一触发时刻 𝑘𝑟+1
𝑖 ，预测状态和真实状态之间的偏差可以计算为

‖𝑥(𝑘𝑟+1
𝑖 ) − 𝑥̂∗

𝑖 (𝑘𝑟+1
𝑖 |𝑘𝑟

𝑖 )‖𝑃𝑖

⩽ 𝐿𝑓𝑖‖𝑥𝑖(𝑘𝑟+1
𝑖 − 1) − 𝑥̂∗

𝑖 (𝑘𝑟+1
𝑖 − 1|𝑘𝑟

𝑖 )‖𝑃𝑖 + 𝜌𝑖 + ‖ ∑
𝑗∈𝒩 𝑢

𝑖

𝑔𝑖𝑗(𝑥𝑗(𝑘𝑟+1
𝑖 − 1))

− ∑
𝑗∈𝒩 𝑢

𝑖

𝑔𝑖𝑗(𝑥𝑎
𝑗 (𝑘𝑟+1

𝑖 − 1|𝑘𝑟
𝑖 ))‖𝑃𝑖 , (3.17)
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其中，耦合项的差为

‖ ∑
𝑗∈𝒩 𝑢

𝑖

𝑔𝑖𝑗(𝑥𝑗(𝑘𝑟+1
𝑖 − 1)) − ∑

𝑗∈𝒩 𝑢
𝑖

𝑔𝑖𝑗(𝑥𝑎
𝑗 (𝑘𝑟+1

𝑖 − 1|𝑘𝑟
𝑖 ))‖𝑃𝑖

⩽ 𝛤𝑖𝐿𝑔𝑖𝑗 (‖𝑥𝑗(𝑘𝑟+1
𝑖 − 1) − 𝑥̂∗

𝑗 (𝑘𝑟+1
𝑖 − 1|𝜂𝑗(𝑘𝑟+1

𝑖 − 1))‖𝑃𝑖

+ ‖𝑥̂∗
𝑗 (𝑘𝑟+1

𝑖 − 1|𝜂𝑗(𝑘𝑟+1
𝑖 − 1)) − 𝑥𝑎

𝑗 (𝑘𝑟+1
𝑖 − 1|𝑘𝑟

𝑖 )‖𝑃𝑖)

⩽ 𝛤𝑖𝐿𝑔𝑖𝑗 (‖𝑥𝑗(𝑘𝑟+1
𝑖 − 1) − 𝑥̂∗

𝑗 (𝑘𝑟+1
𝑖 − 1|𝜂𝑗(𝑘𝑟+1

𝑖 − 1))‖𝑃𝑖 + 𝑁𝑖𝜎) .

(3.18)

此外，由触发条件(3.15)可以得到下式成立

‖𝑥𝑖(𝑘𝑟+1
𝑖 − 1) − 𝑥̂∗

𝑖 (𝑘𝑟+1
𝑖 − 1|𝑘𝑟

𝑖 )‖𝑃𝑖 ⩽
𝜏𝑖 − 𝜌𝑖 − 𝛤𝑖𝐿𝑔𝑖𝑗 (𝜏𝑗 + 𝑁𝑖𝜎)

𝐿𝑓𝑖

. (3.19)

将(3.18)和(3.19)代入到 (3.17)可得

‖𝑥(𝑘𝑟+1
𝑖 ) − 𝑥̂∗

𝑖 (𝑘𝑟+1
𝑖 |𝑘𝑟

𝑖 )‖𝑃𝑖 ⩽ 𝜏𝑖.

证毕。 ∎

引理3.2说明了即使触发了事件，状态估计误差在触发时刻依旧以 𝜏𝑖 为界，

此引理是迭代可行性的先行条件。

2. 稳定性并行触发条件
稳定性触发条件的设计基本原则是使得 Lyapunov 函数随时间递减。假设

在 𝑘𝑟
𝑖 时刻求解(3.7)中的 OCP 从而获得最优控制输入 û∗

𝑖 (𝑘𝑟
𝑖 ) 和与之对应的最

优状态序列 x̂∗
𝑖 (𝑘𝑟

𝑖 )。基于最优控制输入，可以构造一组控制输入序列 ū𝑖(𝑘) =
{ ̄𝑢𝑖(𝑘|𝑘), ⋯ , ̄𝑢𝑖(𝑘+𝑁𝑖 −1|𝑘)}和一组状态序列 x̄𝑖(𝑘) = {𝑥̄𝑖(𝑘𝑟

𝑖 |𝑘𝑟
𝑖 ), ⋯ , 𝑥̄𝑖(𝑘𝑟

𝑖 +𝑁|𝑘𝑟
𝑖 )}，

具体构造方式如下：

当 𝑘 = 𝑘𝑟
𝑖 + 1时，

⎧⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

𝑥̄𝑖(𝑘 + 𝑚 + 1|𝑘) = 𝑓𝑖(𝑥̄𝑖(𝑘 + 𝑚|𝑘), ̄𝑢𝑖(𝑘 + 𝑚|𝑘))

+ ∑𝑗∈𝒩 𝑢
𝑖

𝑔𝑖𝑗(𝑥𝑎
𝑗 (𝑘 + 𝑚|𝑘)), 𝑚 = 0, ⋯ , 𝑁𝑖 − 1,

̄𝑢𝑖(𝑘 + 𝑚|𝑘) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

̂𝑢∗
𝑖 (𝑘 + 𝑚|𝑘𝑟

𝑖 ), 𝑚 = 0, ⋯ , 𝑁𝑖 − 2,

𝐾𝑖𝑥̄𝑖(𝑘 + 𝑚|𝑘), 𝑚 = 𝑁𝑖 − 1.

(3.20)

当 𝑘 > 𝑘𝑟
𝑖 + 1时，

⎧⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

𝑥̄𝑖(𝑘 + 𝑚 + 1|𝑘) = 𝑓𝑖(𝑥̄𝑖(𝑘 + 𝑚|𝑘), ̄𝑢𝑖(𝑘 + 𝑚|𝑘))

+ ∑𝑗∈𝒩 𝑢
𝑖

𝑔𝑖𝑗(𝑥𝑎
𝑗 (𝑘 + 𝑚|𝑘)), 𝑚 = 0, ⋯ , 𝑁𝑖 − 1,

̄𝑢𝑖(𝑘 + 𝑚|𝑘) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

̄𝑢𝑖(𝑘 + 𝑚|𝑘 − 1), 𝑚 = 0, ⋯ , 𝑁𝑖 − 2,

𝐾𝑖𝑥̄𝑖(𝑘 + 𝑚|𝑘), 𝑚 = 𝑁𝑖 − 1,

(3.21)
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其中初始值 𝑥̄𝑖(𝑘|𝑘) = 𝑥𝑖(𝑘)，𝐾𝑖(⋅)是定义在假设 3.2中的反馈增益。构造的控制
输入序列 ū𝑖(𝑘)和状态序列 x̄𝑖(𝑘)不仅用于确定下一触发时刻，还会用于分析优
化问题的迭代可行性。

候选的 Lyapunov函数定义为

𝑉𝑖(𝑥𝑖(𝑘|𝑘)) =
𝑁𝑖

∑
𝑚=0

‖𝑥𝑖(𝑘 + 𝑚|𝑘)‖𝑃𝑖 . (3.22)

用 𝛥𝑉𝑖(𝑘)表示 Lyapunov函数在相邻两个时刻 𝑘和 𝑘 − 1的差，则

𝛥𝑉𝑖(𝑘) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑉𝑖(𝑥̄𝑖(𝑘|𝑘)) − 𝑉𝑖(𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑟

𝑖 |𝑘𝑟
𝑖 )), 𝑘 = 𝑘𝑟

𝑖 + 1

𝑉𝑖(𝑥̄𝑖(𝑘|𝑘)) − 𝑉𝑖(𝑥̄𝑖(𝑘 − 1|𝑘 − 1)), 𝑘𝑟
𝑖 + 1 < 𝑘 < 𝑘𝑟+1

𝑖 .

下面的引理 3.3给出了 𝛥𝑉𝑖(𝑘)的上界，基于此设计后面的触发条件。
引理 3.3 对于(3.1)中的每个子系统，假设 3.1和3.4成立的前提下，如果使

用(3.20)或(3.21)中构造的控制输入，则 𝛥𝑉𝑖(𝑘)的上界为

𝛥𝑉𝑖(𝑘) ⩽ −‖𝑥𝑖(𝑘 − 1)‖𝑃𝑖 + 𝑒𝑖(𝑘) +
𝑁𝑖−1

∑
𝑚=1

𝜒𝑖(𝑚) + ‖𝑥̂𝑖(𝑘 + 𝑁𝑖|𝑘 − 1)‖𝑃𝑖

+ 𝐿𝑓𝐾𝑖
𝜒𝑖(𝑁𝑖 − 1) + ∑

𝑗∈𝒩 𝑢
𝑖

𝐿𝑔𝑖𝑗 𝜉𝑗(𝑘 + 𝑁𝑖 − 1|𝑘)

其中，

𝑒𝑖(𝑘) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

‖𝑥𝑖(𝑘) − 𝑥̂∗
𝑖 (𝑘|𝑘𝑟

𝑖 )‖𝑃𝑖 , 𝑘 = 𝑘𝑟
𝑖 + 1,

‖𝑥𝑖(𝑘) − 𝑥̄𝑖(𝑘|𝑘 − 1)‖𝑃𝑖 , 𝑘𝑟
𝑖 + 1 < 𝑘 < 𝑘𝑟+1

𝑖 ,

𝜒𝑖(𝑚) = 𝐿𝑚
𝑓𝑖

𝑒𝑖(𝑘) + ∑
𝑗∈𝒩 𝑢

𝑖

𝑚−1

∑
𝑙=0

𝐿𝑚−𝑙−1
𝑓𝑖

𝐿𝑔𝑖𝑗 𝜉𝑗(𝑘 + 𝑙|𝑘),

𝜉𝑗(𝑘 + 𝑙|𝑘) = ‖𝑥𝑎
𝑗 (𝑘 + 𝑙|𝑘) − 𝑥𝑎

𝑗 (𝑘 + 𝑙|𝑘 − 1)‖𝑃𝑖 ,

此外，

𝑥̂𝑖(𝑘 + 𝑁𝑖|𝑘 − 1) =

⎧⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

𝑓𝑖(𝑥̂∗
𝑖 (𝑘 + 𝑁𝑖 − 1|𝑘𝑟

𝑖 ), 𝐾𝑖𝑥̂∗
𝑖 (𝑘 + 𝑁𝑖 − 1|𝑘𝑟

𝑖 ))

+ ∑𝑗∈𝒩 𝑢
𝑖

𝑔𝑖𝑗(𝑥𝑎
𝑗 (𝑘 + 𝑁𝑖 − 1|𝑘𝑟

𝑖 )), 𝑘 = 𝑘𝑟
𝑖 + 1,

𝑓𝑖(𝑥̄𝑖(𝑘 + 𝑁𝑖 − 1|𝑘 − 1), 𝐾𝑖𝑥̄𝑖(𝑘 + 𝑁𝑖 − 1|𝑘 − 1))

+ ∑𝑗∈𝒩 𝑢
𝑖

𝑔𝑖𝑗(𝑥𝑎
𝑗 (𝑘 + 𝑁𝑖 − 1|𝑘 − 1)), 𝑘𝑟

𝑖 + 1 < 𝑘 < 𝑘𝑟+1
𝑖 .
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证明 当 𝑘 = 𝑘𝑟
𝑖 + 1时，

𝑉𝑖(𝑥̄𝑖(𝑘|𝑘)) − 𝑉𝑖(𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑟

𝑖 |𝑘𝑟
𝑖 ))

= −‖𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑟

𝑖 |𝑘𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖 + ‖𝑥𝑖(𝑘)‖𝑃𝑖 − ‖𝑥̂∗

𝑖 (𝑘|𝑘𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖

+
𝑁𝑖−1

∑
𝑚=1

(‖𝑥̄𝑖(𝑘 + 𝑚|𝑘)‖𝑃𝑖 − ‖𝑥̂∗
𝑖 (𝑘 + 𝑚|𝑘𝑟

𝑖 )‖𝑃𝑖)
⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝛥1

+ ‖𝑥̄𝑖(𝑘 + 𝑁𝑖|𝑘)‖𝑃𝑖 − ‖𝑥̂𝑖(𝑘 + 𝑁𝑖|𝑘𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝛥2

+‖𝑥̂𝑖(𝑘 + 𝑁𝑖|𝑘𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖 , (3.23)

其中 𝑥̂𝑖(𝑘 + 𝑁𝑖|𝑘𝑟
𝑖 ) = 𝑓𝑖(𝑥̂∗

𝑖 (𝑘 + 𝑁𝑖 − 1|𝑘𝑟
𝑖 ), 𝐾𝑖𝑥̂∗

𝑖 (𝑘 + 𝑁𝑖 − 1|𝑘𝑟
𝑖 )) + ∑𝑗∈𝒩 𝑢

𝑖
𝑔𝑖𝑗(𝑥𝑎

𝑗 (𝑘 +
𝑁𝑖 − 1|𝑘𝑟

𝑖 ))。
对于 𝛥1，根据假设3.1和式(3.20)中构造的控制输入，迭代地计算可以得到

‖𝑥̄𝑖(𝑘 + 𝑚|𝑘) − 𝑥̂∗
𝑖 (𝑘 + 𝑚|𝑘𝑟

𝑖 )‖𝑃𝑖

⩽ 𝐿𝑓𝑖‖𝑥̄𝑖(𝑘 + 𝑚 − 1|𝑘) − 𝑥̂∗
𝑖 (𝑘 + 𝑚 − 1|𝑘𝑟

𝑖 )‖𝑃𝑖

+ ∑
𝑗∈𝒩 𝑢

𝑖

𝐿𝑔𝑖𝑗 ‖𝑥𝑎
𝑗 (𝑘 + 𝑚 − 1|𝑘) − 𝑥𝑎

𝑗 (𝑘 + 𝑚 − 1|𝑘𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖

⋯

⩽ 𝐿𝑚
𝑓𝑖

𝑒𝑖(𝑘) + ∑
𝑗∈𝒩 𝑢

𝑖

𝑚−1

∑
𝑙=0

𝐿𝑚−𝑙−1
𝑓𝑖

𝐿𝑔𝑖𝑗 𝜉𝑗(𝑘 + 𝑙|𝑘)

=∶ 𝜒𝑖(𝑚), (3.24)

其中 𝑒𝑖(𝑘) = ‖𝑥𝑖(𝑘) − 𝑥̂∗
𝑖 (𝑘|𝑘𝑟

𝑖 )‖𝑃𝑖，𝜉𝑗(𝑘 + 𝑙|𝑘) = ‖𝑥𝑎
𝑗 (𝑘 + 𝑙|𝑘) − 𝑥𝑎

𝑗 (𝑘 + 𝑙|𝑘𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖。

对于 𝛥2，可以计算得到

𝛥2 ⩽ 𝐿𝑓𝐾𝑖
‖𝑥̄𝑖(𝑘 + 𝑁𝑖 − 1|𝑘) − 𝑥̂∗

𝑖 (𝑘 + 𝑁𝑖 − 1|𝑘𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖

+ ∑
𝑗∈𝒩 𝑢

𝑖

𝐿𝑔𝑖𝑗 ‖𝑥𝑎
𝑗 (𝑘 + 𝑁𝑖 − 1|𝑘) − 𝑥𝑎

𝑗 (𝑘 + 𝑁𝑖 − 1|𝑘𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖 .

使用上述不等式(3.24)，可以得到

𝛥2 ⩽ 𝐿𝑓𝐾𝑖
𝜒𝑖(𝑁𝑖 − 1) + ∑

𝑗∈𝒩 𝑢
𝑖

𝐿𝑔𝑖𝑗 𝜉𝑗(𝑘 + 𝑁𝑖 − 1|𝑘). (3.25)
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结合式(3.23)，(3.24)和(3.25)进一步得到

𝑉𝑖(𝑥̄𝑖(𝑘|𝑘)) − 𝑉𝑖(𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑟

𝑖 |𝑘𝑟
𝑖 ))

⩽ −‖𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑟

𝑖 |𝑘𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖 +

𝑁𝑖−1

∑
𝑚=1

𝜒𝑖(𝑚) + ‖𝑥̂𝑖(𝑘 + 𝑁𝑖|𝑘𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖

+ 𝑒𝑖(𝑘) + 𝐿𝑓𝐾𝑖
𝜒𝑖(𝑁𝑖 − 1) + ∑

𝑗∈𝒩 𝑢
𝑖

𝐿𝑔𝑖𝑗 𝜉𝑗(𝑘 + 𝑁𝑖 − 1|𝑘).

当 𝑘𝑟
𝑖 +1 < 𝑘 < 𝑘𝑟+1

𝑖 ，使用的是(3.21)中的控制序列，则 𝑉𝑖(𝑥̄𝑖(𝑘|𝑘))和 𝑉𝑖(𝑥̄𝑖(𝑘−
1|𝑘 − 1))之间的差为

𝑉𝑖(𝑥̄𝑖(𝑘|𝑘)) − 𝑉𝑖(𝑥̄𝑖(𝑘 − 1|𝑘 − 1))

⩽ −‖𝑥𝑖(𝑘 − 1)‖𝑃𝑖 + ‖𝑥𝑖(𝑘) − 𝑥̄𝑖(𝑘|𝑘 − 1)‖𝑃𝑖

+
𝑁𝑖−1

∑
𝑚=1

‖𝑥̄𝑖(𝑘 + 𝑚|𝑘) − 𝑥̄𝑖(𝑘 + 𝑚|𝑘 − 1)‖𝑃𝑖

+ ‖𝑥̄𝑖(𝑘 + 𝑁𝑖|𝑘)‖𝑃𝑖 − ‖𝑥̂𝑖(𝑘 + 𝑁𝑖|𝑘 − 1)‖𝑃𝑖

+ ‖𝑥̂𝑖(𝑘 + 𝑁𝑖|𝑘 − 1)‖𝑃𝑖 , (3.26)

其中 𝑥̂𝑖(𝑘+𝑁𝑖|𝑘−1) = 𝑓𝑖(𝑥̄𝑖(𝑘+𝑁𝑖−1|𝑘−1), 𝐾𝑖𝑥̄𝑖(𝑘+𝑁𝑖−1|𝑘−1))+∑𝑗∈𝒩 𝑢
𝑖

𝑔𝑖𝑗(𝑥𝑎
𝑗 (𝑘+

𝑁𝑖 − 1|𝑘 − 1))。
采用与 𝑘 = 𝑘𝑟

𝑖 + 1时同样的处理方法，则可以得到

𝑉𝑖(𝑥̄𝑖(𝑘|𝑘)) − 𝑉𝑖(𝑥̄𝑖(𝑘 − 1|𝑘 − 1))

⩽ −‖𝑥𝑖(𝑘 − 1)‖𝑃𝑖 +
𝑁𝑖−1

∑
𝑚=1

𝜒𝑖(𝑚) + ‖𝑥̂𝑖(𝑘 + 𝑁𝑖|𝑘 − 1)‖𝑃𝑖

+ 𝑒𝑖(𝑘) + 𝐿𝑓𝐾𝑖
𝜒𝑖(𝑁𝑖 − 1) + ∑

𝑗∈𝒩 𝑢
𝑖

𝐿𝑔𝑖𝑗 𝜉𝑗(𝑘 + 𝑁𝑖 − 1|𝑘),

其中 𝑒𝑖(𝑘) = ‖𝑥𝑖(𝑘) − 𝑥̄𝑖(𝑘|𝑘 − 1)‖𝑃𝑖，𝜉𝑗(𝑘 + 𝑙|𝑘) = ‖𝑥𝑎
𝑗 (𝑘 + 𝑙|𝑘) − 𝑥𝑎

𝑗 (𝑘 + 𝑙|𝑘 − 1)‖𝑃𝑖。

证毕。 ∎

根据引理 3.3，可以设计如下的触发条件从而使得 Lyapunov函数 𝑉𝑖(𝑥𝑖(𝑘|𝑘))
保持递减，进而可以保证系统稳定性

𝑁𝑖−1

∑
𝑚=1

𝜒𝑖(𝑚) + ‖𝑥̂𝑖(𝑘 + 𝑁𝑖|𝑘 − 1)‖𝑃𝑖 + 𝐿𝑓𝐾𝑖
𝜒𝑖(𝑁𝑖 − 1)

+ ∑
𝑗∈𝒩 𝑢

𝑖

𝐿𝑔𝑖𝑗 𝜉𝑗(𝑘 + 𝑁𝑖 − 1|𝑘) + 𝑒𝑖(𝑘) > 𝛽𝑖‖𝑥𝑖(𝑘 − 1)‖𝑃𝑖 , (3.27)
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其中 𝛽𝑖 ∈ (0, 1)是一个常数。
在上述式(3.27)中的触发条件下，候选 Lyapunov函数在 [𝑘𝑟

𝑖 , 𝑘𝑟+1
𝑖 − 1]区间是

单调递减的。然而，由于状态 𝑥𝑖(𝑘)靠近原点时，𝛽𝑖‖𝑥𝑖(𝑘 − 1)‖2
𝑄𝑖
的值是非常小的

[107]，所以触发条件(3.27)很容易满足，尤其是存在外部扰动和耦合影响时。因
此，如果触发条件仅仅依赖于条件(3.27)，那么事件将被频繁触发，从而导致计
算和通信负载过高。受到文献 [138]中的研究启发，我们进一步提出另外一个条
件去进一步降低触发频率。

‖𝑥𝑖(𝑘)‖𝑃𝑖 > 𝑒−𝛾𝑖𝑘‖𝑥𝑖(0)‖𝑃𝑖 + 𝛿𝑖， (3.28)

其中 𝑥𝑖(0)是子系统 𝑖的初始值，𝛾𝑖 > 0和 0 < 𝛿𝑖 < 𝜀/√𝑀 是两个常数。

综合条件(3.27)和(3.28)形成下面的并行触发条件

⎧⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

𝑁𝑖−1

∑
𝑚=1

𝜒𝑖(𝑚) + ‖𝑥̂𝑖(𝑘 + 𝑁𝑖|𝑘 − 1)‖𝑃𝑖 + 𝐿𝑓𝐾𝑖
𝜒𝑖(𝑁𝑖 − 1)

+ ∑
𝑗∈𝒩 𝑢

𝑖

𝐿𝑔𝑖𝑗 𝜉𝑗(𝑘 + 𝑁𝑖 − 1|𝑘) + 𝑒𝑖(𝑘) > 𝛽𝑖‖𝑥𝑖(𝑘 − 1)‖𝑃𝑖 , (3.29a)

‖𝑥𝑖(𝑘)‖𝑃𝑖 > 𝑒−𝛾𝑖𝑘‖𝑥𝑖(0)‖𝑃𝑖 + 𝛿𝑖. (3.29b)

在大多数 ET-MPC 的研究中，例如 [112, 120]，只要类似于(3.27)中的
条件满足即触发事件。但是在本章提出的触发条件(3.29)中，只有当两个条
件(3.29a)和(3.29b)同时满足时才触发事件。因此，所提出的触发规则可以更有
效地减少触发次数，从而更有效地降低计算和通信负载。

综合可行性触发条件(3.15) 和稳定性触发条件(3.29)形成最终的复合触发条
件，如下

(3.15)或 (3.29)或 𝑘 − 𝑘𝑟
𝑖 ⩾ 𝑁𝑖. (3.30)

如果(3.30)中的任意一个条件满足，则触发事件，进而求解(3.7)中的 OCP和
传输最优状态信息并更新触发时刻为 𝑘𝑟+1

𝑖 = 𝑘。具体的执行过程将总结在算
法3.1中。

3.3.3 复合事件触发分布式模型预测控制算法

为了镇定整个系统，需要使用状态反馈增益 𝐾𝑖。然而，在图 3.1所示的控制
结构中，传统的双模策略，如 [60, 105]的实现需要周期性地传输系统状态和控
制输入，进而消耗大量通信资源。为了解决这个问题，当状态进入到集合 𝕏𝑎后，
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本文使用状态反馈增益 𝐾𝑖以开环的方式生成一个预测控制输入序列，如下所示：

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

̂𝑢𝑖(𝑘𝑟
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟

𝑖 ) = 𝐾𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘𝑟
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟

𝑖 ))

𝑥̂𝑖(𝑘𝑟
𝑖 + 𝑚 + 1|𝑘𝑟

𝑖 ) = 𝑓𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘𝑟
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟

𝑖 ), ̂𝑢𝑖(𝑘𝑟
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟

𝑖 ))

+ ∑𝑗∈𝒩 𝑢
𝑖

𝑔𝑖𝑗(𝑥𝑎
𝑗 (𝑘𝑟

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟
𝑖 ))，

(3.31)

其中 𝑚 = 0, ⋯ , 𝑁𝑖 − 1，𝑥̂𝑖(𝑘𝑟
𝑖 |𝑘𝑟

𝑖 ) = 𝑥𝑖(𝑘𝑟
𝑖 )，𝑘𝑟

𝑖 是状态进入集合 𝕏𝑎的时间。

算法 3.1 复合 ET-DMPC算法
初始化 :对于每个子系统，给定初始值 𝑥𝑖(0)；根据引理 3.1，计算权重矩阵 𝑄𝑖, 𝑅𝑖,

𝑃𝑖，局部反馈增益 𝐾𝑖，集合 𝕏𝑎
𝑖；基于(3.32)，(3.33)和 (3.41)，选择预测时

域𝑁𝑖和控制参数 𝜏𝑖，𝛿𝑖；令 𝜃𝑖 = 0 (𝜃是切换信号，𝜃 = 1意味着系统状态
进入集合 𝕏𝑎

𝑖 )
1 在 𝑘时刻，每个控制器 𝑖根据(3.8)生成 𝑥𝑎

𝑗 (𝑘 + 𝑚|𝑘), 𝑚 = 0, ⋯ , 𝑁𝑖 。

2 测量系统状态 𝑥𝑖(𝑘)；检查触发条件(3.30)是否满足，若满足,设置 𝑘𝑟+1
𝑖 = 𝑘，

𝑟 = 𝑟 + 1，接收 x̂∗
𝑗 (𝜂𝑗(𝑘)) or x̂𝑖(𝜂𝑗(𝑘))并且更新 𝑥𝑎

𝑗 (𝑘 + 𝑚|𝑘),到第 3步。否则，到第
5步。

3 如果 𝜃𝑖 = 0，则求解 (3.7)中局部 OCP获得最优控制输入和最优状态序列 û∗
𝑖 (𝑘)和

x̂∗
𝑖 (𝑘)；将 𝑢𝑖(𝑘) = ̂𝑢∗

𝑖 (𝑘|𝑘)用到子系统 𝑖，到第 1步。否则,到第 4步。
4 根据 (3.31)生成控制序列 ̂𝑢𝑖(𝑘 + 𝑚|𝑘), 𝑚 = 0, ⋯ , 𝑁𝑖 − 1和状态序列 x̂𝑖(𝑘)；将

𝑢𝑖(𝑘) = ̂𝑢𝑖(𝑘|𝑘)用到子系统 𝑖；设定 𝜃𝑖 = 1，到第 1步。
5 如果 𝑥𝑖(𝑘) ∈ 𝕏𝑎

𝑖 并且 𝜃𝑖 = 0,到第 4步。否则,到第 6步。
6 基于 (3.20)或者 (3.21)构造 ̄𝑢𝑖(𝑘 + 𝑚|𝑘), 𝑚 = 0, ⋯ , 𝑁𝑖 − 1；将 𝑢𝑖(𝑘) = ̄𝑢𝑖(𝑘|𝑘)用到子
系统 𝑖；设定 𝑘 = 𝑘 + 1,到第 1步。

算法 3.1总结了所提出的复合 ET-DMPC 算法。对于每个子系统 𝑖，在每个
触发时刻 𝑘𝑟

𝑖，其上游邻居的信息根据式(3.8)更新。如果 𝑥𝑖 ∉ 𝕏𝑎
𝑖，求解(3.7)中的

OCP得到最优控制输入 û∗
𝑖 (𝑘𝑟

𝑖 )。否则，根据式(3.31)获得控制输入 û𝑖(𝑘𝑟
𝑖 )。然后，

将控制序列 û∗
𝑖 (𝑘𝑟

𝑖 )或 û𝑖(𝑘𝑟
𝑖 )中的控制输入依次使用到子系统 𝑖中直到 (3.30)中的

条件满足，并将相应的状态轨迹 x̂∗
𝑖 (𝑘𝑟

𝑖 )或 x̂𝑖(𝑘𝑟
𝑖 )传输给 𝑖的下游邻居。需要注意

的是，对于状态 𝑥𝑖(𝑘𝑟
𝑖 ) ∉ 𝕏𝑎

𝑖，一旦状态 𝑥𝑖(𝑘), 𝑘 > 𝑘𝑟
𝑖 进入集合 𝕏𝑎

𝑖，即使(3.30)中
的条件没有满足，也触发事件一次并更新触发时刻为 𝑘𝑟+1

𝑖 = 𝑘。

3.4 策略分析

本节首先验证了系统的真实状态约束能够满足，其次分析了 OCP的迭代可
行性和系统的稳定性。

3.4.1 真实状态约束分析

一般情况下，由于存在耦合影响和外部扰动，真实状态约束难以满足。以下

定理 3.4阐述了在 (3.7)中设计的约束收缩方法可以解决这个问题。
定理 3.4 如果假设3.1-3.4 成立，则在算法3.1下，真实状态满足 𝑥𝑖(𝑘) ∈

𝕏𝑖, ∀𝑘 > 0, 𝑖 ∈ 𝒱。
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证明 根据算法3.1，在连续两个触发时刻之间施加控制输入产生真实状态
轨迹。因此，证明定理3.4等价于证明 𝑥𝑖(𝑘𝑟

𝑖 + 𝑚) ∈ 𝕏𝑖, ∀𝑚 = 1, ⋯ , 𝛥(𝑘𝑟+1
𝑖 ), 𝑖 ∈ 𝒱。

定理的证明分两种情形。情形 1)：𝑥(𝑘𝑟
𝑖 ) ∉ 𝕏𝑎

𝑖 且 𝑥(𝑘𝑟
𝑖 ) ∈ 𝕏𝑖。在这种情形

下，应用求解(3.7)中的局部 OCP 得到的控制输入 û∗
𝑖 (𝑘𝑟

𝑖 )。从不等式(3.16) 可得，
‖𝑥𝑖(𝑘𝑟

𝑖 + 𝑚) − 𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑟

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖 ⩽ 𝜏𝑖 ∀𝑚 = 1, ⋯ , 𝛥(𝑘𝑟+1

𝑖 )。由于 𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑟

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟
𝑖 ) ∈ 𝕏𝑖 ⊖

𝔹𝑖(𝑚)，使用三角不等式可得 𝑥𝑖(𝑘𝑟
𝑖 +𝑚) ∈ 𝕏𝑖 ⊖𝔹𝑖(𝑚)⊕𝜏𝑖 ⊆ 𝕏𝑖, ∀𝑚 = 1, ⋯ , 𝛥(𝑘𝑟+1

𝑖 )。
情形 2)：𝑥(𝑘𝑟

𝑖 ) ∈ 𝕏𝑎
𝑖。在这种情形下，应用控制输入 ̂𝑢𝑖(𝑘𝑟

𝑖 +𝑚|𝑘𝑟
𝑖 ) = 𝐾𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘𝑟

𝑖 +
𝑚|𝑘𝑟

𝑖 ))。依据(3.16)仍然可得 ‖𝑥𝑖(𝑘𝑟
𝑖 + 𝑚) − 𝑥̂𝑖(𝑘𝑟

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖 ⩽ 𝜏𝑖。根据等式(3.31)和

假设3.4，我们可以得到 𝑥̂𝑖(𝑘𝑟
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟

𝑖 ) = 𝑓𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘𝑟
𝑖 + 𝑚 − 1|𝑘𝑟

𝑖 ), ̂𝑢𝑖(𝑘𝑟
𝑖 + 𝑚 − 1|𝑘𝑟

𝑖 )) +
∑𝑗∈𝒩 𝑢

𝑖
𝑔𝑖𝑗(𝑥𝑎

𝑗 (𝑘𝑟
𝑖 + 𝑚 − 1|𝑘𝑟

𝑖 )) ∈ 𝕏𝑎
𝑖 ⊆ 𝕏𝑖 ⊖ 𝔹𝑖(𝑁𝑖 − 1)。因此，使用三角不等式

𝑥𝑖(𝑘𝑟
𝑖 + 𝑚) ∈ 𝕏𝑖 ⊖ 𝔹𝑖(𝑁𝑖 − 1) ⊕ 𝜏𝑖 ⊂ 𝕏𝑖。

结合情形 1)和情形 2)，𝑥𝑖(𝑘) ∈ 𝕏𝑖, ∀𝑘 > 0, 𝑖 ∈ 𝒱 成立。证毕。 ∎

3.4.2 迭代可行性分析

迭代可行性是指 OCP在初始可解的情况下，在以后的每个触发时刻总是有
解。在证明迭代可行性前，首先给出初始可行的假设。

假设 3.5 ([131]) 给定系统的初始状态 𝑥(0) = [𝑥𝑇
1 (0), ⋯ , 𝑥𝑇

𝑀 (0)]𝑇，存在邻居

𝑗，𝑗 ∈ 𝒩 𝑢
𝑖 的假设状态 x𝑎

𝑗 (0)使得(3.7)中的 OCP有解。
基于假设 3.5，迭代可行性如下定理所示。
定理 3.5 对于系统 (3.4)，在假设 3.1-3.5满足前提下，如果下述条件满足：

𝑁𝑖−1

∑
𝑙=0

max{𝐿𝑙
𝑓𝑖

, 𝐿𝑙
𝑓𝐾𝑖

}
(

𝛤𝑖𝐿𝑔𝑖𝑗 (
𝑁𝑖𝜎 + 4𝜀

5√𝑀 ))
+ max{𝐿𝑁𝑖

𝑓𝑖
, 𝐿𝑁𝑖

𝑓𝐾𝑖
}𝜏𝑖 ⩽ 𝜎, (3.32)

𝐿𝑁𝑖−1
𝑓𝑖

𝜏𝑖 +
(𝐿𝑁𝑖−1

𝑓𝑖
− 1)

𝐿𝑓𝑖 − 1 𝑁𝑖𝛤𝑖𝐿𝑔𝑖𝑗 𝜎 ⩽ 𝜀
5√𝑀

, (3.33)

𝜎 ⩽ 4(1 − 𝑐𝑖)𝜀
5√𝑀

, (3.34)

则 OCP是迭代可行的。
为了证明此定理，首先给出一些用于证明定理的引理，其中引理3.6说明

了(3.7b)中的约束能满足，引理3.7说明了(3.7c)中的收缩约束能满足，引理 3.8
说明(3.7d)中的输入约束可以满足。
引理 3.6 对于系统(3.4)，假设3.1-3.5成立，如果 OCP在触发时刻 𝑘𝑟

𝑖 , ∀𝑖 ∈
𝒱, 𝑟 ⩾ 0有解并且(3.32)中的条件成立，则有下列不等式

‖𝑥̄𝑖(𝑘𝑟+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟+1

𝑖 ) − 𝑥̄∗
𝑖 (𝑘𝑟+1

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖 ⩽ 𝜎, ∀𝑚 = 0, ⋯ , 𝑁𝑖.

证明 证明分两种情况讨论。
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当 𝑚 = 0, ⋯ , 𝑁𝑖 − 𝛥(𝑘𝑟+1
𝑖 )，从式(3.9)中的构造状态可知 𝑥̄∗

𝑖 (𝑘𝑟+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟

𝑖 ) =
𝑥̂∗

𝑖 (𝑘𝑟+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟

𝑖 )。由于状态轨迹 𝑥̄𝑖(𝑘𝑟+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟+1

𝑖 )和 𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑟+1

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟
𝑖 )都是使用同一

个控制输入生成的，因此可以迭代地得到如下不等式

‖𝑥̄𝑖(𝑘𝑟+1
𝑖 + 1|𝑘𝑟+1

𝑖 ) − 𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑟+1

𝑖 + 1|𝑘𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖

⩽ 𝐿𝑓𝑖‖𝑥̄𝑖(𝑘𝑟+1
𝑖 |𝑘𝑟+1

𝑖 ) − 𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑟+1

𝑖 |𝑘𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖 + 𝑁𝑖𝛤𝑖𝐿𝑔𝑖𝑗 𝜎

⩽ 𝐿𝑓𝑖𝜏𝑖 + 𝑁𝑖𝛤𝑖𝐿𝑔𝑖𝑗 𝜎

⋯

‖𝑥̄𝑖(𝑘𝑟+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟+1

𝑖 ) − 𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑟+1

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖

⩽ 𝐿𝑓𝑖‖𝑥̄𝑖(𝑘𝑟+1
𝑖 + 𝑚 − 1|𝑘𝑟+1

𝑖 ) − 𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑟+1

𝑖 + 𝑚 − 1|𝑘𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖 + 𝑁𝑖𝛤𝑖𝐿𝑔𝑖𝑗 𝜎

⩽ 𝐿𝑚
𝑓𝑖

𝜏𝑖 +
𝑚−1

∑
𝑙=0

𝐿𝑙
𝑓𝑖

𝑁𝑖𝛤𝑖𝐿𝑔𝑖𝑗 𝜎. (3.35)

当 𝑚 = 𝑁𝑖 − 𝛥(𝑘𝑟+1
𝑖 ) + 1, ⋯ , 𝑁𝑖，有如下不等式成立

‖𝑥̄𝑖(𝑘𝑟
𝑖 + 𝑁𝑖 + 1|𝑘𝑟+1

𝑖 ) − 𝑥̄∗
𝑖 (𝑘𝑟

𝑖 + 𝑁𝑖 + 1|𝑘𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖

⩽ 𝐿𝑓𝐾𝑖
‖𝑥̄𝑖(𝑘𝑟

𝑖 + 𝑁𝑖|𝑘𝑟+1
𝑖 ) − 𝑥̂∗

𝑖 (𝑘𝑟
𝑖 + 𝑁𝑖|𝑘𝑟

𝑖 )‖𝑃𝑖

+ 𝛤𝑖𝐿𝑔𝑖𝑗 𝑁𝑖𝜎 + ‖ ∑
𝑗∈𝒩 𝑢

𝑖

𝑔𝑖𝑗(𝑥𝑎
𝑗 (𝑘𝑟+1

𝑖 + 𝑁𝑖|𝑘𝑟
𝑖 ))‖𝑃𝑖 .

由于对于全部的 𝑚 = 𝑁𝑖 − 𝛥(𝑘𝑟+1
𝑖 ) + 1, ⋯ , 𝑁𝑖，有 ‖𝑥𝑎

𝑗 (𝑘𝑟+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟

𝑖 )‖𝑃𝑖 ⩽ 4𝜀/(5√𝑀)
成立，那么迭代地计算可得到

‖𝑥̄𝑖(𝑘𝑟+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟+1

𝑖 ) − 𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑟+1

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖

⩽ 𝐿𝑚+𝛥𝑘𝑖−𝑁𝑖
𝑓𝐾𝑖

‖𝑥̄𝑖(𝑘𝑟
𝑖 + 𝑁𝑖|𝑘𝑟+1

𝑖 ) − 𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑟

𝑖 + 𝑁𝑖|𝑘𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖

+
𝑚+𝛥𝑘𝑖−𝑁𝑖−1

∑
𝑙=0

𝐿𝑙
𝑓𝐾𝑖

𝛤𝑖𝐿𝑔𝑖𝑗 (
𝑁𝑖𝜎 + 4𝜀

5√𝑀 )
.

综合上述两种情况，我们可以得到

‖𝑥̄𝑖(𝑘𝑟+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟+1

𝑖 ) − 𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑟+1

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖

⩽ max{𝐿𝑚
𝑓𝑖

, 𝐿𝑚
𝑓𝐾𝑖

}𝜏𝑖 +
𝑚−1

∑
𝑙=0

max{𝐿𝑙
𝑓𝑖

, 𝐿𝑙
𝑓𝐾𝑖

}𝛤𝑖𝐿𝑔𝑖𝑗 (
𝑁𝑖𝜎 + 4𝜀

5√𝑀 )
, (3.36)

其中 𝑚 = 0, ⋯ , 𝑁𝑖。考虑到(3.32)中的条件成立，则最终得到 ‖𝑥̄𝑖(𝑘𝑟+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟+1

𝑖 ) −
𝑥̂∗

𝑖 (𝑘𝑟+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟

𝑖 )‖𝑃𝑖 ⩽ 𝜎, 𝑚 = 0, ⋯ , 𝑁𝑖。证毕。 ∎
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引理 3.7 对于系统(3.4)，假设 3.1-3.5成立，如果 OCP在触发时刻 𝑘𝑟
𝑖 , ∀𝑖 ∈

𝒱, 𝑟 ⩾ 0 有解并且式(3.33)中的条件成立，则应用(3.20)或 (3.21)中的控制输入
̄𝑢𝑖(𝑘𝑟+1

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟+1
𝑖 )生成的状态轨迹 𝑥̄𝑖(𝑘𝑟+1

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟+1
𝑖 )满足

𝑥̄𝑖(𝑘𝑟+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟+1

𝑖 ) ∈ 𝕏𝑖 ⊖ 𝔹𝑖(𝑚), ∀𝑚 = 1, ⋯ , 𝑁𝑖 − 1

证明 证明分为两种情形。

当 𝑚 = 1, ⋯ , 𝑁𝑖 − 𝛥(𝑘𝑟+1
𝑖 )。由式(3.35)和三角不等式可以得到

‖𝑥̄𝑖(𝑘𝑟+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟+1

𝑖 )‖𝑃𝑖 ⩽ ‖𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑟+1

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖 + 𝐿𝑚

𝑓𝑖
𝜏𝑖 +

𝑁𝑖𝛤𝑖(𝐿𝑚
𝑓𝑖

− 1)
𝐿𝑓𝑖 − 1 𝐿𝑔𝑖𝑗 𝜎𝑖. (3.37)

因为 𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑟+1

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟
𝑖 ) ∈ 𝕏𝑖 ⊖ 𝔹𝑖(𝑚 + 𝛥(𝑘𝑟+1

𝑖 ))，并结合 (3.10)中 𝔹𝑖(𝑚)的定义，
我们可以得到

𝑥̄𝑖(𝑘𝑟+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟+1

𝑖 ) ∈ 𝕏𝑖 ⊖ 𝔹𝑖(𝑚 + 𝛥(𝑘𝑟+1
𝑖 ))

⊕
(

𝐿𝑚
𝑓𝑖

𝜏𝑖 +
𝑁𝑖𝛤𝑖(𝐿𝑚

𝑓𝑖
− 1)

𝐿𝑓𝑖 − 1 𝐿𝑔𝑖𝑗 𝜎𝑖)

⊂ 𝕏𝑖 ⊖ 𝔹𝑖(𝑚). (3.38)

当 𝑚 = 𝑁𝑖 − 𝛥(𝑘𝑟+1
𝑖 ) + 1, ⋯ , 𝑁𝑖 − 1。从(3.35)式可以得到

‖𝑥̄𝑖(𝑘𝑟
𝑖 + 𝑁𝑖|𝑘𝑟+1

𝑖 ) − 𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑟

𝑖 + 𝑁𝑖|𝑘𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖

⩽ 𝐿𝑁𝑖−𝛥(𝑘𝑟+1
𝑖 )

𝑓𝑖
𝜏𝑖 +

(𝐿𝑁𝑖−𝛥(𝑘𝑟+1
𝑖 )

𝑓𝑖
− 1)

𝐿𝑓𝑖 − 1 𝑁𝑖𝛤𝑖𝐿𝑔𝑖𝑗 𝜎. (3.39)

由于 ‖𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑟

𝑖 +𝑁𝑖|𝑘𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖 ⩽ 4𝜀/5√𝑀，再根据式(3.33)中条件，可以推出 ‖𝑥̄𝑖(𝑘𝑟

𝑖 +
𝑁𝑖|𝑘𝑟+1

𝑖 )‖𝑃𝑖 ⩽ 𝜀/√𝑀，即 𝑥̄𝑖(𝑘𝑟
𝑖 + 𝑁𝑖|𝑘𝑟+1

𝑖 ) ∈ 𝕏𝑎
𝑖，其保证了在区间 [𝑘𝑟

𝑖 + 𝑁𝑖, 𝑘𝑟+1
𝑖 +

𝑁𝑖 −1]里可以使用状态反馈增益𝐾𝑖。最后，根据假设3.4，可知 𝑥̄𝑖(𝑘𝑟+1
𝑖 +𝑚|𝑘𝑟+1

𝑖 ) ∈
𝛺𝑖 ⊂ 𝕏𝑖 ⊖ 𝔹𝑖(𝑚)，𝑚 = 𝑁𝑖 − 𝛥(𝑘𝑟+1

𝑖 ) + 1, ⋯ , 𝑁𝑖 − 1。
结合两种情况，证毕。 ∎

引理 3.8 如果假设3.1-3.5满足，(3.33)中的条件成立并且(3.7)中的 OCP 在
𝑘𝑟

𝑖 时刻有解，则输入约束满足，即 ̄𝑢𝑖(𝑘𝑟+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟+1

𝑖 ) ∈ 𝕌𝑖, ∀𝑚 = 0, ⋯ , 𝑁𝑖 − 1。

证明 从控制输入构造的(3.20)式可知：当 𝑚 = 0, ⋯ , 𝑁𝑖 − 𝛥(𝑘𝑟+1
𝑖 ) − 1 时，

̄𝑢𝑖(𝑘𝑟+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟+1

𝑖 ) = ̂𝑢∗
𝑖 (𝑘𝑟+1

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟
𝑖 ) ∈ 𝕌𝑖。那么，还需要证明当 𝑚 = 𝑁𝑖 −

𝛥(𝑘𝑟+1
𝑖 ), ⋯ , 𝑁𝑖−1时，̄𝑢𝑖(𝑘𝑟+1

𝑖 +𝑚|𝑘𝑟+1
𝑖 ) ∈ 𝕌𝑖。从上述引理3.7可知，̄𝑥𝑖(𝑘𝑟+1

𝑖 +𝑚|𝑘𝑟+1
𝑖 ) ∈

𝕏𝑎
𝑖 , ∀𝑚 = 𝑁𝑖 − 𝛥(𝑘𝑟+1

𝑖 ), ⋯ , 𝑁𝑖 − 1。根据引理 3.1，𝕏𝑎
𝑖 是一个约束容许集，则进一

步有 ̄𝑢𝑖(𝑘𝑟+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟+1

𝑖 ) = 𝐾𝑖𝑥̄𝑖(𝑘𝑟+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟+1

𝑖 ) ∈ 𝕌𝑖, ∀𝑚 = 𝑁𝑖 − 𝛥(𝑘𝑟+1
𝑖 ), ⋯ , 𝑁𝑖 − 1。

因此，控制输入约束满足。证毕。 ∎
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基于上述引理，接下来证明定理 3.5。
定理 3.5的证明 定理的证明采用的是数学归纳法。在 𝑘 = 0 时刻，由假

设3.5可知 OCP是可行的。现假设在 𝑘𝑟
𝑖 , 𝑟 > 0, 𝑖 ∈ 𝒱 时刻 OCP是可行的，那么

剩下就是证明构造的控制输入序列 ū𝑖(𝑘𝑟+1
𝑖 )和与之对应的状态序列 x̄𝑖(𝑘𝑟+1

𝑖 )对于
OCP 依旧是可行的，其等价于证明 ū𝑖(𝑘𝑟+1

𝑖 ) 和 x̄𝑖(𝑘𝑟+1
𝑖 ) 满足优化问题 (3.7)中的

约束。从上述引理可知，(3.7b)和 (3.7c)中的约束满足分别由引理 3.6和 3.7得到，
(3.7d)中的控制输入约束满足由引理3.8得到。最后还需要说明(3.7e)中的终端约
束是满足的。通过使用三角不等式可以得到

‖𝑥̄𝑖(𝑘𝑟+1
𝑖 + 𝑁𝑖|𝑘𝑟+1

𝑖 )‖𝑃𝑖

⩽ ‖𝑥̄𝑖(𝑘𝑟+1
𝑖 + 𝑁𝑖|𝑘𝑟+1

𝑖 ) − 𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑟+1

𝑖 + 𝑁𝑖|𝑘𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖 + ‖𝑥̂∗

𝑖 (𝑘𝑟+1
𝑖 + 𝑁𝑖|𝑘𝑟

𝑖 )‖𝑃𝑖

⩽ 𝜎 + ‖𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑟+1

𝑖 + 𝑁𝑖|𝑘𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖 . (3.40)

由于 𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑟

𝑖 +𝑁𝑖|𝑘𝑟
𝑖 ) ∈ 𝕏𝑓

𝑖 ，从假设3.4中的性质 (b)可得 ‖𝑥̂∗
𝑖 (𝑘𝑟+1

𝑖 +𝑁𝑖|𝑘𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖 ⩽

4𝑐𝑖𝜀/5√𝑀。然后，应用式(3.34)中的条件则可以得到 𝑥̄𝑖(𝑘𝑟+1
𝑖 +𝑁𝑖|𝑘𝑟+1

𝑖 ) ⩽ 4𝜀/5√𝑀，
即终端约束满足。证毕。

注 由式(3.32)和 (3.33)可知 Lipschitz常数 𝐿𝑓𝑖 越大，可行的 𝑁𝑖 和 𝜏𝑖 就越

小，从而导致结果较为保守。与文献 [131]中为了保证事件触发算法的可行性将
各个子系统的 Lipschitz常数 𝐿𝑓𝑖 的公共上界作为最终的 Lipschitz常数相比，式
(3.32)和 (3.33)中的条件考虑了各个子系统的不同特点，允许分别选择各个子系
统的 Lipschitz常数。因此，本章所设计的条件保守性更低。

3.4.3 稳定性分析

本部分中定理3.9分析了算法3.1下系统的稳定性。
定理 3.9 如果假设 3.1-3.5成立并且 (3.32)，(3.33)和(3.34)中的条件都满足。

那么只要下面条件满足，则在算法3.1下整个系统(3.4)是稳定的。

𝜏𝑖 + (𝑁𝑖 − 1)𝜎 < 𝜀
5√𝑀

, (3.41)

𝜏𝑖 ⩽ (1 − 𝛼𝑖)𝜀
√𝑀

. (3.42)

证明 证明定理3.9的核心是证明两个论断。论断 1)：所有状态 𝑥, 𝑥 ∉ 𝕏𝑎将

在有限时间进入集合 𝕏𝑎。论断 2）：状态 𝑥一旦进入 𝕏𝑎将不会再离开 𝕏𝑎。证明

这两个论断等价证明状态轨迹 𝑥𝑖(𝑘)在有限时间进入 𝕏𝑎
𝑖，且不再离开 𝕏𝑎

𝑖 [93]。
论断 1)：这个论断需要验证两个点，即（P1）如果只有触发条件 (3.27)，状

态轨迹 𝑥𝑖(𝑘)会在有限时间进入 𝕏𝑎
𝑖；（P2）在并行触发条件(3.29)下，状态 𝑥𝑖(𝑘)

依旧能在有限时间进入 𝕏𝑎
𝑖。
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（P1）的证明可以按照文献 [105, 136] 中的思路。用 𝑘̄𝑟
𝑖 表示仅由触发条

件(3.27)决定的子系统 𝑖的第 𝑟个触发瞬间。考虑两种情形。
情形 1)：如果在 𝑘时刻没有触发事件。本章3.3.2部分已经说明了 𝑉𝑖(𝑥̄𝑖(𝑘|𝑘))−

𝑉𝑖(𝑥̂∗
𝑖 (𝑘̄𝑟

𝑖 |𝑘̄𝑟
𝑖 )) < 0和 𝑉𝑖(𝑥̄𝑖(𝑘|𝑘)) − 𝑉𝑖(𝑥̄𝑖(𝑘 − 1|𝑘 − 1)) < 0, 𝑘̄𝑟

𝑖 ⩽ 𝑘 < 𝑘̄𝑟+1
𝑖 。

情形 2)：如果 𝑘时刻触发事件，不失一般性，将触发时刻设为 𝑘 = 𝑘̄𝑟+1
𝑖 ，则

Lyapunov函数之差 𝑉𝑖(𝑥̂∗
𝑖 (𝑘̄𝑟+1

𝑖 |𝑘̄𝑟+1
𝑖 ))−𝑉𝑖(𝑥̄𝑖(𝑘̄𝑟+1

𝑖 −1|𝑘̄𝑟+1
𝑖 −1))和 𝑉𝑖(𝑥̂∗

𝑖 (𝑘̄𝑟+1
𝑖 |𝑘̄𝑟+1

𝑖 ))−
𝑉𝑖(𝑥̂∗

𝑖 (𝑘̄𝑟
𝑖 |𝑘̄𝑟

𝑖 ))为

𝑉𝑖(𝑥̂∗
𝑖 (𝑘̄𝑟+1

𝑖 |𝑘̄𝑟+1
𝑖 )) − 𝑉𝑖(𝑥̄𝑖(𝑘̄𝑟+1

𝑖 − 1|𝑘̄𝑟+1
𝑖 − 1))

⩽ −‖𝑥𝑖(𝑘̄𝑟+1
𝑖 − 1)‖𝑃𝑖 + ‖𝑥𝑖(𝑘̄𝑟+1

𝑖 ) − 𝑥̄𝑖(𝑘̄𝑟+1
𝑖 |𝑘̄𝑟+1

𝑖 − 1)‖𝑃𝑖

+
𝑁𝑖−1

∑
𝑚=1

‖𝑥̂∗
𝑖 (𝑘̄𝑟+1

𝑖 + 𝑚|𝑘̄𝑟+1
𝑖 ) − 𝑥̄𝑖(𝑘̄𝑟+1

𝑖 + 𝑚|𝑘̄𝑟+1
𝑖 − 1)‖𝑃𝑖 + ‖𝑥̄𝑖(𝑘̄𝑟+1

𝑖 + 𝑁𝑖|𝑘̄𝑟+1
𝑖 )‖𝑃𝑖 .

由于 ‖𝑥̂∗
𝑖 (𝑘̄𝑟+1

𝑖 + 𝑚|𝑘̄𝑟+1
𝑖 ) − 𝑥̄𝑖(𝑘̄𝑟+1

𝑖 + 𝑚|𝑘̄𝑟+1
𝑖 − 1)‖𝑃𝑖 ⩽ ‖𝑥̂∗

𝑖 (𝑘̄𝑟+1
𝑖 + 𝑚|𝑘̄𝑟+1

𝑖 ) −
𝑥̂∗

𝑖 (𝑘̄𝑟
𝑖 + 𝑚|𝑘̄𝑟

𝑖 )‖𝑃𝑖 ⩽ 𝜎, 𝑥̄𝑖(𝑘̄𝑟+1
𝑖 + 𝑁𝑖|𝑘̄𝑟+1

𝑖 ) ∈ 𝕏𝑓
𝑖 和 𝑥𝑖(𝑘̄𝑟+1

𝑖 − 1) ∉ 𝕏𝑎
𝑖 成立，所以进

一步地可以推导出

𝑉𝑖(𝑥̂∗
𝑖 (𝑘̄𝑟+1

𝑖 |𝑘̄𝑟+1
𝑖 )) − 𝑉𝑖(𝑥̄𝑖(𝑘̄𝑟+1

𝑖 − 1|𝑘̄𝑟+1
𝑖 − 1))

⩽ − 𝜀
√𝑀

+ 𝜏𝑖 + (𝑁𝑖 − 1)𝜎 + 4𝜀
5√𝑀

.

因此，如果(3.41)中的条件成立，则最终 Lyapunov函数之差为

𝑉𝑖(𝑥̂∗
𝑖 (𝑘̄𝑟+1

𝑖 |𝑘̄𝑟+1
𝑖 )) − 𝑉𝑖(𝑥̄𝑖(𝑘̄𝑟+1

𝑖 − 1|𝑘̄𝑟+1
𝑖 − 1)) < 0. (3.43)

同理，我们也可以得到 𝑉𝑖(𝑥̂∗
𝑖 (𝑘̄𝑟+1

𝑖 |𝑘̄𝑟+1
𝑖 )) − 𝑉𝑖(𝑥̂∗

𝑖 (𝑘̄𝑟
𝑖 |𝑘̄𝑟

𝑖 )) < 0。因此，对于任
意 𝑘 > 0，有 𝛥𝑉𝑖(𝑘) < 0成立，从而可以推断出状态 𝑥𝑖(𝑘)可以在有限时间进入集
合 𝕏𝑎

𝑖 [105, 136]。
（P2）的证明可以采用反证法。注意触发规则是只有当条件(3.29a)和(3.29b)同

时满足时，事件才会被触发。假设系统状态不能在有限的时间 𝑘 到达集合 𝕏𝑎
𝑖，

即不存在有限时间 𝑘使得系统状态满足 𝑥𝑖(𝑘) ∈ 𝕏𝑎
𝑖。那么，对于任意 𝑘 > 0，总

是存在 𝜖 > 0使得 ‖𝑥𝑖(𝑘)‖𝑃𝑖 ⩾ 𝜀/√𝑀 + 𝜖 成立。用 𝑘∗ 表示对于任意的时刻 𝑘且
𝑘 > 𝑘∗，不等式 𝜀/√𝑀 + 𝜖 ⩾ 𝑒−𝛾𝑖𝑘‖𝑥𝑖(0)‖𝑃𝑖 + 𝛿𝑖 总是成立的时刻，那么对于任意

的 𝑘 > 𝑘∗，就有 ‖𝑥𝑖(𝑘)‖𝑃𝑖 > 𝑒−𝛾𝑖𝑘‖𝑥𝑖(0)‖𝑃𝑖 + 𝛿𝑖成立，也即当 𝑘 > 𝑘∗时，(3.29b)中
的条件一直满足。进而当 𝑘 > 𝑘∗时，是否触发事件取决于条件 (3.29a)是否满足。
换言之，当 𝑘 > 𝑘∗时，由条件(3.27)和条件(3.29)决定的触发情况是相同的。（P2）
中反证法假设不存在有限的 𝑘使得 𝑥𝑖(𝑘) ∈ 𝕏𝑎

𝑖 满足，其与（P1）论证的相矛盾。
所以，在并行触发条件(3.29)下，系统状态依旧能在有限时间进入 𝕏𝑎

𝑖。
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论断 2）：一旦状态进入到集合 𝕏𝑎
𝑖，控制输入则切换为(3.31)中构造的反

馈增益 𝐾𝑖。考虑到触发规则，则不等式 ‖𝑥𝑖(𝑘𝑟
𝑖 + 𝑚) − 𝑥̂𝑖(𝑘𝑟

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖 ⩽ 𝜏𝑖 成

立。由假设3.4可得 𝑥̂𝑖(𝑘𝑟
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑟

𝑖 ) ∈ 𝛺𝑖，继而考虑到式(3.42)中的条件，可以得到
‖𝑥𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 + 𝑚)‖𝑃𝑖 ⩽ 𝜀/√𝑀。这表明即使终端集里触发事件，真实状态不会离开 𝕏𝑎。

综合论断 1)和论断 2)完成定理 3.9的证明。 ∎

注 从论断 1）可知，提出的并行触发不再要求 Lyapunov函数一直递减。假
设在时刻 𝑘̄𝑟

𝑖，(3.29a)中的条件满足而(3.29b)中的条件不满足，则不触发事件。直
到某个时刻 𝑘𝑟

𝑖 , 𝑘𝑟
𝑖 > 𝑘̄𝑟

𝑖，条件(3.29a)和 (3.29b)同时满足，事件被触发。因此，在
时间 [𝑘̄𝑟

𝑖 , 𝑘𝑟
𝑖 )内，候选 Lyapunov函数可能不再保持递减。

注 从定理3.9可知系统的稳定性与预测时域𝑁𝑖，控制参数 𝜎和 𝜏𝑖相关。

1) 从条件(3.33)和 (3.41)可知，𝜏𝑖越大，𝜎和𝑁𝑖的值越小，这反过来又影响了

可行性和闭环稳定性，尽管 𝜏𝑖越大，可以减少通信负载。

2) 从条件(3.32), (3.33)和(3.41)可知，由于使用了 Lipschitz常数，预测时域𝑁𝑖

越大，𝜎和 𝜏𝑖越小，结果越保守，尽管一个大的预测时域𝑁𝑖可能会提高控

制性能。

3) 选择这些控制参数时，可以根据式(3.34)和(3.42)中的条件首先确定 𝜎 和 𝜏𝑖

的可行范围，然后再根据(3.32)，(3.33)和 (3.41)选择合适的𝑁𝑖。

3.5 仿真验证

本节通过一个文献 [91]中的示例验证了所提出的 ET-DMPC算法的有效性，
该示例包含三个物块-弹簧-阻尼子系统，子系统之间通过弹簧相互连接。系统结
构图如图3.3所示。系统的离散时间动态方程表达如下：

𝑥11(𝑘 + 1) = 𝑥11(𝑘) + 𝑇 𝑥12(𝑘)

𝑥12(𝑘 + 1) = (1 − 𝑇 ℎ1
𝑚1

)𝑥12(𝑘) − 𝑇 𝑘1
𝑚1

𝑒−𝑥11(𝑘)𝑥11(𝑘)

− 𝑇 𝑘𝑐
𝑚1

(𝑥11(𝑘) − 𝑥21(𝑘)) + 𝑇
𝑚1

𝑢1 + 𝑤1(𝑘)

𝑥21(𝑘 + 1) = 𝑥21(𝑘) + 𝑇 𝑥22(𝑘)

𝑥22(𝑘 + 1) = (1 − 𝑇 ℎ2
𝑚2

)𝑥22(𝑘) − 𝑇 𝑘2
𝑚2

𝑒−𝑥21(𝑘)𝑥21(𝑘)

− 𝑇 𝑘𝑐
𝑚2

(𝑥21(𝑘) − 𝑥11(𝑘)) − 𝑇 𝑘𝑐
𝑚2

(𝑥21(𝑘) − 𝑥31(𝑘)) + 𝑇
𝑚2

𝑢2 + 𝑤2(𝑘)

𝑥31(𝑘 + 1) = 𝑥31(𝑘) + 𝑇 𝑥32(𝑘)

𝑥32(𝑘 + 1) = (1 − 𝑇 ℎ3
𝑚3

)𝑥32(𝑘) − 𝑇 𝑘3
𝑚3

𝑒−𝑥31(𝑘)𝑥31(𝑘)

− 𝑇 𝑘𝑐
𝑚3

(𝑥31(𝑘) − 𝑥21(𝑘)) + 𝑇
𝑚3

𝑢3 + 𝑤3(𝑘)
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𝑘1𝑒
−𝑥11(𝑘)

ℎ1
𝑚1

𝑚2

𝑚3

𝑥11
𝑢1

𝑘𝑐 𝑘𝑐

𝑥21
𝑢2

𝑘2𝑒
−𝑥21(𝑘)

ℎ2

ℎ3

𝑥31
𝑢3 𝑘3𝑒

−𝑥31(𝑘)

图 3.3 仿真系统的结构图

表 3.1 参数描述

参数 取值 参数 取值

𝑚1 1 kg 𝑚2 1 kg
𝑚3 1.25 kg 𝑘1 0.8 N/m
𝑘2 0.15 N/m 𝑘3 0.5 N/m
𝑘𝑐 0.015 N/m ℎ1 1.2 Ns/m
ℎ2 1.2 Ns/m ℎ3 0.42 Ns/m

其中分量 𝑥𝑖1 和分量 𝑥𝑖2 分别是物块 𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3 的位移和速度。每个物块 𝑖 的
局部非线性弹簧刚度为 𝑘𝑖，局部粘滞阻尼为 ℎ𝑖。不同物块之间相互连接的弹性

刚度为 𝑘𝑐。𝑢𝑖(𝑘)和 𝑚𝑖 分别是系统的控制输入和物块的质量，𝑤𝑖(𝑘)是系统的外
部扰动。𝑇 是采样时间，可以根据文献 [129]设置为 𝑇 = 0.2𝑠。系统的这些参数
在表 3.1中给出。每个子系统的状态和控制输入约束设置为 𝕏𝑖 = {𝑥𝑖 ∶ −1m ⩽
𝑥𝑖1 ⩽ 1m, −1m/s ⩽ 𝑥𝑖2 ⩽ 1m/s}和 𝕌𝑖 = {𝑢𝑖 ∶ −1N ⩽ 𝑢𝑖 ⩽ 1N}。系统的初始状态
分别是 𝑥1(0) = (0.6, 0)，𝑥1(0) = (−0.5, 0)，和 𝑥1(0) = (0.5, 0)。外部扰动的上界是
𝜌1 = 𝜌2 = 𝜌3 = 0.001。

为了实现算法3.1，权重矩阵分别设置为𝑄𝑖 =
[

0.2 0
0 0.2]

，𝑅𝑖 = 0.1, 𝑖 = 1, 2, 3。

使用LQR方法设置反馈增益为𝐾1 = [−0.6290 −0.9871]，𝐾2 = [−1.0655 −1.1210]，

𝐾3 = [−0.7823 − 1.6816]。为了满足假设3.3，𝛥𝑄𝑖 设置为 𝛥𝑄𝑖 =
[

0.2 0
0 0.4]

，

终端矩阵设置为 𝑃1 =
[

3.3776 0.9837
0.9837 1.5419]

，𝑃2 =
[

3.6225 1.2289
1.2289 1.5905]

，和 𝑃3 =

[
3.6424 1.3692
1.3692 2.4882]

。因此，可以计算出系统的 Lipschitz常数分别为 𝐿𝑓1 = 1.1402，

𝐿𝑓2 = 1.0430和 𝐿𝑓3 = 1.1556。根据引理 3.1，控制参数分别设计为 𝜀 = 0.9486
和 𝛼𝑖 = 0.9。然后，根据(3.28)，(3.34)和 (3.42)中的条件，其他控制参数设计为
𝛿1 = 𝛿2 = 𝛿3 = 0.5，𝜎 = 0.02，𝜏1 = 0.0027，𝜏2 = 0.0021，𝜏3 = 0.0023。最后根据
式(3.32)，(3.33)和(3.41)中的条件，预测时域可以选为𝑁1 = 6，𝑁2 = 𝑁3 = 5。
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图 3.4 系统的状态轨迹

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Time (Step)

(N
)

图 3.5 系统的控制输入轨迹

执行算法 3.1后系统的位移、速度和控制输入如图3.4和3.5所示。可以看出，
系统的实际状态约束和控制输入约束都得到满足，闭环系统是稳定的。为了说

明本章提出的算法 3.1在减少计算和通信负载方面的优势，比较了所提算法3.1和
文献 [131] 中的算法下的触发时刻和传输时刻，结果如图3.6 和 3.7所示。注意，
𝑢 = 𝐾𝑥引起的计算资源消耗可以忽略不计，触发次数和传输次数可以分别表示
计算资源和通信资源的消耗。可以看出，在仿真的 300步中，图3.6的传输次数分
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图 3.6 文献 [131]中算法下的触发时刻 (“×”)和传输时刻 (“∘”)
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图 3.7 算法3.1下的触发时刻 (“×”)和传输时刻 (“∘”)

别为 12次和 276次，图3.7的传输次数分别为 11次和 67次。我们可以看到，与
文献 [131]中的算法相比，本章所提的复合事件触发算法具有更低的计算和通信
负载。
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3.6 本章小结

本章研究了受扰耦合非线性系统的 ET-DMPC 策略设计，提出了复合 ET-
DMPC策略，包含一个复合事件触发条件和一个约束收缩方法。所提策略显著
减少了触发次数，从而显著降低计算和通信负载。值得一提的是由于提出的收缩

约束方法，即使在扰动和耦合的影响下，系统的真实状态约束仍然满足。提出了

保证算法迭代可行和系统闭环稳定的充分条件。最后通过一个仿真案例验证了

所提策略的有效性。
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第 4章 受扰非线性系统的扰动预测事件触发分布式 MPC

4.1 引言

实际很多系统都会受到外部干扰，干扰的存在使得以标称动态作为预测模

型的预测误差偏大。现有研究主要从两方面来降低由扰动引起的状态预测误差。

第一种是针对输入仿射非线性系统，试图通过使用一些干扰抑制技术来抑制干

扰。例如 Rubagotti等人 [139]中设计了一个积分滑模控制器，以减少具有状态和
输入矩阵相关的扰动对系统的影响。讨论了匹配扰动和不匹配扰动两种情况，通

过积分滑模控制器的设计保证了扰动项的影响最小化，即可以完全抑制匹配扰

动且不放大不匹配扰动。Sun等人在 [140]中针对轮式机器人的跟踪问题，提出
了一种扰动抑制的分布式模型预测控制方案。在此方案中设计了两个扰动观测

器，分别用于估计未知扰动和已知谐波频率的扰动，将扰动观测器与模型预测控

制器相结合，提出了一种复合控制器，证明了在已知扰动谐波频率的情况下，系

统可以达到无偏移跟踪性能。第二种是预测未来的扰动，并利用预测的扰动来构

造模型预测控制，从而生成特定的控制序列。例如 Liao等人在 [141]中针对有界
扰动约束线性离散系统，提出了一种不匹配扰动补偿积分滑模预测控制方法。基

本思想是将离散积分滑模控制问题转化为带模型预测控制的最优约束控制问题，

有效地降低了不匹配扰动导致的预测误差。Lin等人在 [142]中针对具有可预测
加性扰动的线性时不变系统，提出了一种新的鲁棒模型预测控制方法，在优化问

题的预测模型中加入了扰动的预测进而增加了预测精度，降低了状态预测误差。

所提出的控制方案在约束收缩和终端约束方面具有较小的保守性。注意到，上述

研究的是时间驱动下的单个系统的扰动预测，事件触发下的大规模系统如何降

低状态预测误差是值得研究的课题。

综上所述，本章首先尝试通过预测扰动来提高一般非线性系统的状态预测

精度，在此基础上进一步抑制扰动来提高输入仿射系统的状态预测精度。与前述

研究相比主要挑战有：1）如何预测扰动在预测时域内的演化，从而显式地分析
扰动预测误差？2）如何在邻居系统信息和扰动预测同时存在于局部优化问题的
情况下保证迭代可行性和系统稳定性？3）如何设计触发条件，能够获得高精度
预测状态序列带来的好处？本章提出的基于扰动预测的 ET-DMPC方案解决了上
述三个问题。针对输入仿射非线性系统，采用扰动分离方法和匹配扰动的前馈补

偿，提出了一种改进的 ET-DMPC方案。主要工作如下：1）提出了基于中心化
扰动预测方法，基于此分析了扰动导致的状态预测误差；2）构造了新型局部优
化问题，其中扰动预测模型提高了预测精度，新的稳定性约束保证了整体系统稳

定；3）基于优化问题可行性设计了保守性更低的与状态和扰动预测相关的触发
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条件。

本章的安排如下，第4.2节给出了系统模型，包含系统的一些假设。第4.3节
给出了具体的扰动预测 ET-DMPC 方案设计，包括基于中心路径的扰动预测方
法，基于此设计了局部优化问题，最后是触发条件的设计以及算法可行性分析和

系统稳定性分析。第4.4节拓展了上述结果，研究了输入仿射非线性系统，基于
扰动补偿进一步扩大了触发间隔。

4.2 系统描述

考虑的被控对象由𝑀 个受扰非线性离散子系统构成，第 𝑖个子系统的动态
方程描述如下：

𝑥𝑖(𝑘 + 1) = 𝑓𝑖(𝑥𝑖(𝑘), 𝑢𝑖(𝑘)) + 𝑤𝑖(𝑘), 𝑘 ⩾ 0, (4.1)

其中 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑀，𝑥𝑖(𝑘) ∈ 𝕏𝑖 ⊆ ℝ𝑛 是系统的状态，u𝑖(𝑘) ∈ 𝕌𝑖 ⊆ ℝ𝑚 是系统的控

制输入，𝑤𝑖(𝑘) ∈ 𝕎𝑖 ⊆ ℝ𝑛是外部扰动。集合 𝕏𝑖, 𝕌𝑖, 𝕎𝑖都是紧集且都包含原点。

在各个子系统之间存在着通信网络，通过通信网络每个子系统可以和其邻

居子系统交换信息。定义𝒩𝑖 表示子系统 𝑖的邻居集，则对于子系统 𝑖来说，其
可以接收其邻居 𝑗, 𝑗 ∈ 𝒩𝑖的信息。假设每个子系统至少存在一个邻居。

以下给出一些设计算法所需要的系统和外部扰动的假设。

假设 4.1
1) 函数 𝑓𝑖(𝑥, 𝑢)满足 𝑓𝑖(0, 0) = 0，并且对于任意的 𝑥, 𝑦 ∈ 𝕏𝑖有下式成立

‖𝑓𝑖(𝑥, 𝑢) − 𝑓𝑖(𝑦, 𝑢)‖𝑃𝑖 ⩽ 𝐿𝑓𝑖‖𝑥 − 𝑦‖𝑃𝑖 , ∀𝑢𝑖 ∈ 𝕌𝑖, (4.2)

其中 𝐿𝑓𝑖 是 Lipschitz常数，𝑃𝑖是一个权重矩阵。

2) 对于扰动 𝑤𝑖 = [𝑤[1]
𝑖 , ⋯ , 𝑤[𝑛]

𝑖 ]𝑇，存在一个向量 𝜂𝑖 = [𝜂[1]
𝑖 , ⋯ , 𝜂[𝑛]

𝑖 ]𝑇 使得

|𝑤[𝑙]
𝑖 | ⩽ 𝜂[𝑙]

𝑖 , 𝑙 = 1, ⋯ , 𝑛, (4.3)

其中 𝜂[𝑙]
𝑖 > 0表示的是扰动分量 𝑤[𝑙]

𝑖 的上界。

3) 存在一个向量 𝛿𝑖 = [𝛿[1]
𝑖 , ⋯ , 𝛿[𝑛]

𝑖 ]𝑇 使得扰动变化满足

|𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 + 1) − 𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘)| ⩽ 𝛿[𝑙]
𝑖 < 𝜂[𝑙]

𝑖 , 𝑙 = 1, ⋯ , 𝑛, (4.4)

其中 𝛿[𝑙]
𝑖 > 0表示扰动分量 𝑤[𝑙]

𝑖 的最大变化率。

注 注意到条件 1)反映的是系统的 Lipschitz连续性，是个常见的假设，Lip-
schitz常数依赖于实际系统本身以及权重矩阵 𝑃𝑖的选取，相同的假设可见于研究

[143]。条件 3)说明扰动是缓慢变化的，从而扰动更容易被预测，类似的假设可
见于研究 [142]。
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4.3 扰动预测事件触发分布式模型预测控制策略设计

本部分介绍基于扰动预测的 ET-DMPC算法设计。首先，设计了一种基于中
心路径的扰动预测方法，并分析了扰动预测误差。其次，利用扰动预测序列和约

束收缩集来建立局部 OCP。最后设计了用于保证 OCP迭代可行的触发机制。

4.3.1 基于中心路径的扰动预测

由于扰动不是剧烈变化的，所以可以用之前的扰动预测扰动的当前值和未

来值。𝑘 − 1时刻扰动的真实值为

𝑤𝑖(𝑘 − 1) = 𝑥𝑖(𝑘) − 𝑓𝑖(𝑥𝑖(𝑘 − 1), 𝑢𝑖(𝑘 − 1)) (4.5)

基于中心路径的扰动预测原理图如图4.1所示，主要思想是取扰动可能的最
大值和最小值的均值，其中红线表示的是扰动的预测值，阴影部分则是未来扰动

真实值的可能区域。可以观察到，红线代表的扰动预测部分是阴影区域的中心路

径，因此称此预测方法为中心路径的扰动预测。
𝜂[𝑙]

𝑖

0

𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 −1)

−𝜂[𝑙]
𝑖

𝑘/0

𝛿[𝑙]
𝑖

𝑁

𝜂[𝑙]
𝑖

图 4.1 基于中心路径的扰动预测

真实扰动位于阴影区域，红线表示在整个预测时域𝑁 的扰动预测序列 ŵ𝑖(𝑘)。

根据原理图，在真实扰动 𝑤𝑖(𝑘 − 1)得到的前提下，𝑁 + 1步扰动预测序列
ŵ𝑖(𝑘) = {𝑤̂𝑖(𝑘|𝑘), ⋯ , 𝑤̂𝑖(𝑘 + 𝑁|𝑘)}描述如下：

𝑤̂𝑖(𝑘 + 𝑚−1|𝑘) = [𝑤̂[𝑙]
𝑖 (𝑘 + 𝑚 − 1|𝑘), ⋯ , 𝑤̂[𝑛]

𝑖 (𝑘 + 𝑚 − 1|𝑘)]𝑇 ;

𝑤̂[𝑙]
𝑖 (𝑘 + 𝑚−1|𝑘) = 1

2(max{𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1) − 𝑚𝛿[𝑙]

𝑖 , −𝜂[𝑙]
𝑖 }

+ min{𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1) + 𝑚𝛿[𝑙]

𝑖 , 𝜂[𝑙]
𝑖 }), 𝑙 = 1, ⋯ , 𝑛, (4.6)

其中 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑀，𝑚 = 0, 1, ⋯ , 𝑁 + 1并且定义 𝑤̂[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1|𝑘) = 𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘 − 1)。
以下引理 4.1给出了扰动预测误差的上界，将在设计和分析 ET-DMPC算法

中使用。

引理 4.1 假设扰动满足4.1中的条件 1) 和 2)，那么对于任意的 𝑚 =
0, 1, ⋯ , 𝑁 有以下成立：

59



第 4章 受扰非线性系统的扰动预测事件触发分布式MPC

1. 扰动预测误差满足

‖𝑤𝑖(𝑘 + 𝑚 − 1) − 𝑤̂𝑖(𝑘 + 𝑚 − 1|𝑘)‖𝑃𝑖 ⩽ √𝜆max(𝑃𝑖)‖𝑒𝑖(𝑚)‖2, (4.7)

其中 𝑒𝑖(𝑚) = [min{𝑚𝛿[𝑙]
𝑖 , 𝜂[𝑙]

𝑖 }, ⋯ ,min{𝑚𝛿[𝑛]
𝑖 , 𝜂[𝑛]

𝑖 }]𝑇

2. 扰动 𝑤̂𝑖(𝑘 + 𝑚 − 1|𝑘)和 𝑤̂𝑖(𝑘 + 𝑚 − 1|𝑘′), 𝑘 − 𝑘′ = 𝛥, 𝛥 > 0满足

‖𝑤̂𝑖(𝑘 + 𝑚 − 1|𝑘) − 𝑤̂𝑖(𝑘 + 𝑚 − 1|𝑘′)‖𝑃𝑖 ⩽ √𝜆max(𝑃𝑖)‖𝑒𝑖(𝛥)‖2. (4.8)

证明 首先，证明扰动预测误差满足(4.7)式。根据假设4.1中的扰动的上界、
扰动的变化率和扰动预测 𝑤̂[𝑙]

𝑖 (𝑘 + 𝑚|𝑘)的定义式(4.6)可得：

𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 + 𝑚 − 1) − 𝑤̂[𝑙]

𝑖 (𝑘 + 𝑚 − 1|𝑘)

⩽ min{𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1) + 𝑚𝛿[𝑙]

𝑖 , 𝜂[𝑙]
𝑖 } − 𝑤̂[𝑙]

𝑖 (𝑘 + 𝑚 − 1|𝑘)

⩽ 1
2(min{𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘 − 1) + 𝑚𝛿[𝑙]
𝑖 , 𝜂[𝑙]

𝑖 } − max{𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1) − 𝑚𝛿[𝑙]

𝑖 , −𝜂[𝑙]
𝑖 })

⩽ 1
2(min{𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘 − 1) + 𝑚𝛿[𝑙]
𝑖 , 𝜂[𝑙]

𝑖 } + min{−𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1) + 𝑚𝛿[𝑙]

𝑖 , 𝜂[𝑙]
𝑖 })

⩽ min{𝑚𝛿[𝑙]
𝑖 , 𝜂[𝑙]

𝑖 }.

同理，可以得到 𝑤̂[𝑙]
𝑖 (𝑘 + 𝑚 − 1|𝑘) − 𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘 + 𝑚 − 1) ⩽ 𝑤̂[𝑙]
𝑖 (𝑘 + 𝑚 − 1|𝑘) −

max{𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1) − 𝑚𝛿[𝑙]

𝑖 , −𝜂[𝑙]
𝑖 } ⩽ min{𝑚𝛿[𝑙]

𝑖 , 𝜂[𝑙]
𝑖 }。综合上面两个不等式则可以得

到式(4.7)。
其次，我们验证式(4.8)成立。由扰动预测的定义式 (4.6)可得：

𝜓 =|𝑤̂[𝑙]
𝑖 (𝑘 + 𝑚 − 1|𝑘) − 𝑤̂[𝑙]

𝑖 (𝑘 + 𝑚 − 1|𝑘′)|

=1
2|min{𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘 − 1) + 𝑚𝛿[𝑙]
𝑖 , 𝜂[𝑙]

𝑖 }

− min{𝑚𝛿[𝑙]
𝑖 − 𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘 − 1), 𝜂[𝑙]
𝑖 }

− min{𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘′ − 1) + (𝑚 + 𝛥)𝛿[𝑙]

𝑖 , 𝜂[𝑙]
𝑖 }

+ min{(𝑚 + 𝛥)𝛿[𝑙]
𝑖 − 𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘′ − 1), 𝜂[𝑙]
𝑖 }|. (4.9)

注意到𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘′ − 1) + 𝛥𝛿[𝑙]

𝑖 ⩾ 𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1)和𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘′ − 1) − 𝛥𝛿[𝑙]
𝑖 ⩽ 𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘 − 1)，上
式 𝜓 的值可以通过分析以下两组情况得到，即：

(𝑎)𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘′ − 1) + (𝑚 + 𝛥)𝛿[𝑙]

𝑖 ⩽ 𝜂[𝑙]
𝑖 , 𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘 − 1) + 𝑚𝛿[𝑙]
𝑖 ⩽ 𝜂[𝑙]

𝑖 ;

(𝑏)𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘′ − 1) + (𝑚 + 𝛥)𝛿[𝑙]

𝑖 > 𝜂[𝑙]
𝑖 , 𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘 − 1) + 𝑚𝛿[𝑙]
𝑖 > 𝜂[𝑙]

𝑖 ;

(𝑐)𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘′ − 1) + (𝑚 + 𝛥)𝛿[𝑙]

𝑖 > 𝜂[𝑙]
𝑖 , 𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘 − 1) + 𝑚𝛿[𝑙]
𝑖 ⩽ 𝜂[𝑙]

𝑖 ;
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和

(𝐴)(𝑚 + 𝛥)𝛿[𝑙]
𝑖 − 𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘′ − 1) < 𝜂[𝑙]
𝑖 , 𝑚𝛿[𝑙]

𝑖 − 𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1) < 𝜂[𝑙]

𝑖 ;

(𝐵)(𝑚 + 𝛥)𝛿[𝑙]
𝑖 − 𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘′ − 1) ⩾ 𝜂[𝑙]
𝑖 , 𝑚𝛿[𝑙]

𝑖 − 𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1) ⩾ 𝜂[𝑙]

𝑖 ;

(𝐶)(𝑚 + 𝛥)𝛿[𝑙]
𝑖 − 𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘′ − 1) ⩾ 𝜂[𝑙]
𝑖 , 𝑚𝛿[𝑙]

𝑖 − 𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1) < 𝜂[𝑙]

𝑖 ;

结合上面两组情况产生 9种情况，通过分析以下 9种情况，计算(4.9)中的 𝜓
的值，则可以得到引理4.1中的结果。令 𝑒[𝑙]

𝑖 (𝛥) ≜ min{𝛥𝛿[𝑙]
𝑖 , 𝜂[𝑙]

𝑖 }，则
1)如果条件 (a)和 (A)满足，则(4.9)进一步改写为：

𝜓 = |𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1) − 𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘′ − 1)| ⩽ 𝛥𝛿[𝑙]
𝑖 .

从条件 (a)和 (A)成立可以得到 𝛥𝛿[𝑙]
𝑖 ⩽ (𝑚 + 𝛥)𝛿[𝑙]

𝑖 ⩽ 𝜂[𝑙]
𝑖 成立。因此，可以得到不

等式 |𝑤̂[𝑙]
𝑖 (𝑘 + 𝑚 − 1|𝑘) − 𝑤̂[𝑙]

𝑖 (𝑘 + 𝑚 − 1|𝑘′)| ⩽ 𝑒[𝑙]
𝑖 (𝛥)成立。

2)如果条件 (a)和 (B)满足，则

𝜓 = 1
2|𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘 − 1) − 𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘′ − 1) − 𝛥𝛿[𝑙]

𝑖 |.

由条件 (a)和 (B)满足，一方面可以得到 |𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘−1)−𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘′ −1)−𝛥𝛿[𝑙]
𝑖 | ⩽ 2𝛥𝛿[𝑙]

𝑖 成

立；另一方面由于 |𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘′−1)+𝛥𝛿[𝑙]

𝑖 | ⩽ 𝜂[𝑙]
𝑖 ，我们可以得到 |𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘−1)−𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘′−1)−

𝛥𝛿[𝑙]
𝑖 | ⩽ 2𝜂[𝑙]

𝑖 。因此，可以得到不等式 |𝑤̂[𝑙]
𝑖 (𝑘+𝑚−1|𝑘)−𝑤̂[𝑙]

𝑖 (𝑘+𝑚−1|𝑘′)| ⩽ 𝑒[𝑙]
𝑖 (𝛥)

成立。

3)如果条件 (a)和 (C)满足，则

𝜓 = 1
2|2𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘 − 1) − 𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘′ − 1) − (𝑚 + 𝛥)𝛿[𝑙]

𝑖 + 𝜂[𝑙]
𝑖 |.

令 𝜉 = 2𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1) − 𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘′ − 1) − (𝑚 + 𝛥)𝛿[𝑙]
𝑖 + 𝜂[𝑙]

𝑖 。

一方面可以将 𝜉分成两部分求和形式为：

𝜉 = 𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1) − 𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘′ − 1) − 𝛥𝛿[𝑙]
𝑖 + 𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘 − 1) − 𝑚𝛿[𝑙]
𝑖 + 𝜂[𝑙]

𝑖 .

由于

−𝛥𝛿[𝑙]
𝑖 ⩽ 𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘 − 1) − 𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘′ − 1) ⩽ 0

0 ⩽ 𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1) − 𝑚𝛿[𝑙]

𝑖 + 𝜂[𝑙]
𝑖 ⩽ 𝜂[𝑙]

𝑖 .

所以可得到 −2𝛥𝛿[𝑙]
𝑖 ⩽ 𝜉 ⩽ 2𝜂[𝑙]

𝑖 。

另一方面

𝜉 = 2𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1) − 𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘′ − 1) − (𝑚 + 𝛥)𝛿[𝑙]
𝑖 + 𝜂[𝑙]

𝑖

⩽ 2(𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘′ − 1) + 𝛥𝛿[𝑙]

𝑖 ) − 𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘′ − 1) − (𝑚 + 𝛥)𝛿[𝑙]

𝑖 + 𝜂[𝑙]
𝑖

⩽ 𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘′ − 1) − 𝑚𝛿[𝑙]

𝑖 + 𝜂[𝑙]
𝑖 + 𝛥𝛿[𝑙]

𝑖

⩽ 2𝛥𝛿[𝑙]
𝑖 .

61



第 4章 受扰非线性系统的扰动预测事件触发分布式MPC

同时，也可以通过条件 (a)成立得到：

𝜉 = (2𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1) − 𝑚𝛿[𝑙]

𝑖 + 𝜂[𝑙]
𝑖 ) − 𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘′ − 1) − 𝛥𝛿[𝑙]
𝑖

⩾ 𝑚𝛿[𝑙]
𝑖 − 𝜂[𝑙]

𝑖 − 𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘′ − 1) − 𝛥𝛿[𝑙]

𝑖

⩾ 2𝑚𝛿[𝑙]
𝑖 − 2𝜂[𝑙]

𝑖

⩾ −2𝜂[𝑙]
𝑖 ,

也就是 −2𝜂[𝑙]
𝑖 ⩽ 𝜉 ⩽ 2𝛥𝛿[𝑙]

𝑖 。综上所述，我们可以得到 𝜓 ⩽ 𝑒[𝑙]
𝑖 (𝛥)。

4)如果条件 (b)和 (A)满足，则由 𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘′ − 1) − 𝛥𝛿[𝑙]

𝑖 ⩽ 𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1)可得

𝜓 = 1
2|𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘 − 1) − 𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘′ − 1) + 𝛥𝛿[𝑙]

𝑖 |

⩽ 1
2|𝛥𝛿[𝑙]

𝑖 + 𝛥𝛿[𝑙]
𝑖 | ⩽ 𝛥𝛿[𝑙]

𝑖 .

另一方面由于条件 (A)满足，则 −𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘′ − 1) < 𝜂[𝑙]

𝑖 − (𝑚 + 𝛥)𝛿[𝑙]
𝑖 成立，进一步得

到 𝜓 的值为

𝜓 = 1
2|𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘 − 1) − 𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘′ − 1) + 𝛥𝛿[𝑙]

𝑖 |

⩽ 1
2|𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘 − 1) + 𝜂[𝑙]
𝑖 − 𝑚𝛿[𝑙]

𝑖 |

⩽ 1
2|2𝜂[𝑙]

𝑖 − 𝑚𝛿[𝑙]
𝑖 | ⩽ 𝜂[𝑙]

𝑖 .

5)如果条件 (b)和 (B)满足，则 𝜓 = 0。
6)如果条件 (b)和 (C)满足，则

𝜓 = 1
2|𝜂[𝑙]

𝑖 − 𝑚𝛿[𝑙]
𝑖 + 𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘 − 1)|.

由条件 (C)满足，则可以直接得到 𝜂[𝑙]
𝑖 − 𝑚𝛿[𝑙]

𝑖 + 𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1) ⩾ 0，此外还可以得到

𝜂[𝑙]
𝑖 − 𝑚𝛿[𝑙]

𝑖 + 𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1)

⩽ −𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘′ − 1) + (𝑚 + 𝛥)𝛿[𝑙]

𝑖 − 𝑚𝛿[𝑙]
𝑖 + 𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘 − 1) ⩽ 2𝛥𝛿[𝑙]
𝑖 .

与情况 4）类似可以得到 𝜂[𝑙]
𝑖 − 𝑚𝛿[𝑙]

𝑖 + 𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1) ⩽ 2𝜂[𝑙]

𝑖 − 𝑚𝛿[𝑙]
𝑖 ⩽ 2𝜂[𝑙]

𝑖 。从而可

以验证 𝜓 ⩽ 𝑒[𝑙]
𝑖 (𝛥)

7)如果条件 (c)和 (A)满足，则

𝜓 = 1
2|2𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘 − 1) − 𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘′ − 1) + (𝑚 + 𝛥)𝛿[𝑙]

𝑖 − 𝜂[𝑙]
𝑖 |.

类似情况 3），令 𝜉′ = 2𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1) − 𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘′ − 1) + (𝑚 + 𝛥)𝛿[𝑙]
𝑖 − 𝜂[𝑙]

𝑖 。

一方面可以将 𝜉′分成两部分求和形式为：

𝜉′ = 𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1) − 𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘′ − 1) + 𝛥𝛿[𝑙]
𝑖 + 𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘 − 1) + 𝑚𝛿[𝑙]
𝑖 − 𝜂[𝑙]

𝑖 .
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那么容易得到：

0 ⩽ 𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1) − 𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘′ − 1) + 𝛥𝛿[𝑙]
𝑖 ⩽ 2𝛥𝛿[𝑙]

𝑖

−2𝜂[𝑙]
𝑖 ⩽ 𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘 − 1) + 𝑚𝛿[𝑙]
𝑖 − 𝜂[𝑙]

𝑖 ⩽ 0.

另一方面，由条件 (A)满足和 𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1) ⩽ 𝜂[𝑙]

𝑖 可以得到：

𝜉′ = 2𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1) − 𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘′ − 1) + (𝑚 + 𝛥)𝛿[𝑙]
𝑖 − 𝜂[𝑙]

𝑖

⩽ 2𝜂[𝑙]
𝑖 − 𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘′ − 1) + (𝑚 + 𝛥)𝛿[𝑙]
𝑖 − 𝜂[𝑙]

𝑖

⩽ 2𝜂[𝑙]
𝑖 .

由条件 (c)成立可以得到：

𝜉′ = 2𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1) − 𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘′ − 1) + (𝑚 + 𝛥)𝛿[𝑙]
𝑖 − 𝜂[𝑙]

𝑖

⩾ 2(𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘′ − 1) − 𝛥𝛿[𝑙]

𝑖 ) − 𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘′ − 1) + (𝑚 + 𝛥)𝛿[𝑙]

𝑖 − 𝜂[𝑙]
𝑖

⩾ 𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘′ − 1) + (𝑚 + 𝛥)𝛿[𝑙]

𝑖 − 𝜂[𝑙]
𝑖 − 2𝛥𝛿[𝑙]

𝑖 ⩾ −2𝛥𝛿[𝑙]
𝑖 .

综上所述，可以得到 𝜓 ⩽ 𝑒[𝑙]
𝑖 (𝛥)。

8)如果条件 (c)和 (B)满足，则

𝜓 = 1
2|𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘 − 1) + 𝑚𝛿[𝑙]
𝑖 − 𝜂[𝑙]

𝑖 |.

首先由条件 (c)成立，可以直接得到 𝜓 = 1/2(𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1) + 𝑚𝛿[𝑙]

𝑖 − 𝜂[𝑙]
𝑖 ) ⩽ 0。利用

𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1) ⩾ 𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘′ − 1) − 𝛥𝛿[𝑙]
𝑖 和 𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘′ − 1) + 𝑚𝛿[𝑙]
𝑖 − 𝜂[𝑙]

𝑖 ⩾ −𝛥𝛿[𝑙]
𝑖 可以进一步

得到如下不等式：

𝜓 ⩾ 1
2(−2𝛥𝛿[𝑙]

𝑖 − 𝑚𝛿[𝑙]
𝑖 − 𝜂[𝑙]

𝑖 + 𝑚𝛿[𝑙]
𝑖 − 𝜂[𝑙]

𝑖 ) ⩾ −𝛥𝛿[𝑙]
𝑖 .

由 (B)条件满足，可以得到 𝑚𝛿[𝑙]
𝑖 − 𝜂[𝑙]

𝑖 ⩾ 𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1),所以进一步得到：

𝜓 ⩾ 1
2 ⋅ 2𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘 − 1) ⩾ −𝜂[𝑙]
𝑖 .

综上所述，可以得到 𝜓 ⩽ 𝑒[𝑙]
𝑖 (𝛥)。

9)如果条件 (c)和 (C)满足，则

𝜓 = |𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1)|.

由扰动有界性可以直接得到 𝜓 ⩽ 𝜂[𝑙]
𝑖 。根据条件 (c)和 (C)成立，我们可以得到

𝑚𝛿[𝑙]
𝑖 − 𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘 − 1) ⩽ 𝜂[𝑙]
𝑖 ⩽ 𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘′ − 1) + (𝑚 + 𝛥)𝛿[𝑙]
𝑖 .
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上式进一步改写为：

𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1) ⩾ −𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘′ − 1) − 𝛥𝛿[𝑙]
𝑖 ⩾ −𝑤[𝑙]

𝑖 (𝑘 − 1) − 2𝛥𝛿[𝑙]
𝑖 .

因此，𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1) > −𝛥𝛿[𝑙]

𝑖 成立。此外，根据条件 (c)和 (C)成立又可以得到

𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1) + 𝑚𝛿[𝑙]

𝑖 ⩽ 𝜂[𝑙]
𝑖 ⩽ (𝑚 + 𝛥)𝛿[𝑙]

𝑖 − 𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘′ − 1).

上式可以进一步改写为：

𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1) ⩽ 𝛥𝛿[𝑙]

𝑖 − 𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘′ − 1) ⩽ 2𝛥𝛿[𝑙]

𝑖 − 𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1).

因此，𝑤[𝑙]
𝑖 (𝑘 − 1) ⩽ 𝛥𝛿[𝑙]

𝑖 成立。综上，可以验证 𝜓 ⩽ 𝑒[𝑙]
𝑖 (𝛥)成立。

综合上述 9种情况，不等式 𝜓 ⩽ 𝑒[𝑙]
𝑖 (𝛥)成立，引理4.1得以验证。证毕。 ∎

为了使得表述方便，定义两个参数 ̄𝜂𝑖 ≜ ‖𝜂𝑖‖2和 ̄𝛿𝑖 ≜ ‖𝛿𝑖‖2。根据 𝑒𝑖(𝑚)的定
义，可知 ‖𝑒𝑖(𝑚)‖2 ⩽ 𝑚 ̄𝛿𝑖和 ‖𝑒𝑖(𝑚)‖2 ⩽ ̄𝜂𝑖。

4.3.2 局部最优控制问题描述

本章的控制结构如图1.3所示，子系统之间通过通信网络进行信息交换。由
于使用事件触发策略，子系统之间的信息更新可能是异步的。为了描述每个子系

统 𝑖的自身行为，定义在触发时刻 𝑘𝑝
𝑖，𝑝 ∈ ℕ，其中下标 𝑖代表的是智能体 𝑖，上

标 𝑝代表的是第 𝑝个触发时刻。触发器 𝑖触发，从而控制器 𝑖利用接收到的邻居
𝑗, 𝑗 ∈ 𝒩𝑖的信息和子系统 𝑖自身信息求解局部 OCP，并传输子系统 𝑖自身信息。
为了能在局部 OCP中利用预测扰动序列 ŵ[𝑙]

𝑖 (𝑘)，定义以下预测模型用于预
测智能体 𝑖的未来状态

𝑥̂𝑖(𝑘 + 1) = 𝑓𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘), 𝑢𝑖(𝑘)) + 𝑤̂𝑖(𝑘). (4.10)

对比忽略系统扰动的标称模型，(4.10)中的预测模型考虑了扰动，从而有潜
力产生更为精确的预测轨迹，进而更可能地减少预测误差。

基于上述预测模型的构造，假设在触发时刻 𝑘𝑝
𝑖 求解得到了 𝑁 步预测控制

序列 û𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 ) = { ̂𝑢(𝑘𝑝

𝑖 |𝑘𝑝
𝑖 ), ⋯ , ̂𝑢(𝑘𝑝

𝑖 + 𝑁 − 1|𝑘𝑝
𝑖 )}, 那么与之对应的预测控制序列

x̂(𝑘𝑝
𝑖 ) = {𝑥̂(𝑘𝑝

𝑖 + 1|𝑘𝑝
𝑖 ), ⋯ , 𝑥̂(𝑘𝑝

𝑖 + 𝑁|𝑘𝑝
𝑖 )}可以通过预测模型生成，即

𝑥̂(𝑘𝑝
𝑖 + 𝑚 + 1|𝑘𝑝

𝑖 ) = 𝑓(𝑥̂(𝑘𝑝
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝

𝑖 ), ̂𝑢(𝑘𝑝
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝

𝑖 )) + 𝑤̂(𝑘𝑝
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝

𝑖 ),

其中 𝑥̂(𝑘𝑝
𝑖 |𝑘𝑝

𝑖 ) = 𝑥(𝑘𝑝
𝑖 )，𝑚 = 0, ⋯ , 𝑁 − 1。

子系统 𝑖的真实控制输入为 𝑢𝑖(𝑘) = ̂𝑢𝑖(𝑘|𝑘𝑝
𝑖 ), 𝑘𝑝

𝑖 ⩽ 𝑘 < 𝑘𝑝+1
𝑖 ,也就是控制序列

û𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 )中的控制量一直被使用，直到下一个触发时刻 𝑘𝑝+1

𝑖 重新求解得到新的控

制输入。
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在设计局部 OCP之前，我们首先给出以下引理来分析状态预测误差，将在
设计部分用到。

引理 4.2 对于子系统 𝑖，𝑥𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚)和 𝑥̂𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝

𝑖 )分别表示由系统(4.1)和
预测模型(4.10)在使用相同的控制输入 û𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 )下，初始值为 𝑥𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 )生成的真实状

态和预测状态。𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝+1

𝑖 )表示使用控制输入 û𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 )下，初始值为 𝑥(𝑘𝑝+1

𝑖 )
的预测状态，那么有：

1) 状态预测误差满足：

‖𝑥(𝑘𝑝
𝑖 + 𝑚) − 𝑥̂(𝑘𝑝

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝
𝑖 )‖𝑃𝑖/√𝜆max(𝑃𝑖) ⩽

𝑚−1

∑
𝑠=0

𝐿𝑠
𝑃 ‖𝑒𝑖(𝑚 − 𝑠)‖2, (4.11)

其中 𝑒𝑖(𝑚)在引理 4.1中定义。
2) 两个预测状态之间的误差满足：

‖𝑥̂(𝑘𝑝+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝+1

𝑖 ) − 𝑥̂(𝑘𝑝+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝

𝑖 )‖𝑃𝑖/√𝜆max(𝑃𝑖)

⩽
𝛥𝑝

𝑖 −1

∑
𝑠=0

𝐿𝑠+𝑚
𝑓𝑖

‖𝑒𝑖(𝛥
𝑝
𝑖 − 𝑠)‖2 +

𝑚−1

∑
𝑠=0

𝐿𝑠
𝑓𝑖

‖𝑒𝑖(𝛥
𝑝
𝑖 )‖2, (4.12)

其中 𝑘𝑝+1
𝑖 − 𝑘𝑝

𝑖 = 𝛥𝑝
𝑖 并且 𝑚 ⩾ 0。

证明 根据子系统 𝑖的动态方程(4.1)和预测模型(4.10)，在假设4.1中条件 1)
和引理4.1成立的前提下，可以得到：

‖𝑥𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚) − 𝑥̂𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝

𝑖 )‖𝑃𝑖

⩽‖𝑓𝑖(𝑥𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚 − 1), ̂𝑢𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 + 𝑚 − 1|𝑘𝑝

𝑖 )) + 𝑤𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚 − 1)

− 𝑓𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚 − 1|𝑘𝑝

𝑖 ), ̂𝑢𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚 − 1|𝑘𝑝

𝑖 )) + 𝑤̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚 − 1|𝑘𝑝

𝑖 )‖𝑃𝑖

⩽𝐿𝑓𝑖‖𝑥𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚 − 1) − 𝑥̂𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 + 𝑚 − 1|𝑘𝑝

𝑖 )‖𝑃𝑖 + √𝜆max(𝑃𝑖)‖𝑒𝑖(𝑚)‖2

⩽
𝑚−1

∑
𝑠=0

√𝜆max(𝑃𝑖)𝐿𝑠
𝑓𝑖

‖𝑒𝑖(𝑚 − 𝑠)‖2,

从而验证式 (4.11)成立。
基于预测状态 𝑥̂𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 + 𝑚)的预测模型(4.10)，在假设4.1和引理4.1成立的前提

下，我们可以得到

‖𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝+1

𝑖 ) − 𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚 + 𝛥𝑝

𝑖 |𝑘𝑝
𝑖 )‖𝑃𝑖

⩽‖𝑓𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑚 − 1|𝑘𝑝+1

𝑖 ), ̂𝑢𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚 − 1 + 𝛥𝑝

𝑖 |𝑘𝑝
𝑖 )) + 𝑤̂𝑖(𝑘

𝑝+1
𝑖 + 𝑚 − 1|𝑘𝑝+1

𝑖 )

− 𝑓𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚 − 1 + 𝛥𝑝

𝑖 |𝑘𝑝
𝑖 ), ̂𝑢𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 + 𝑚 − 1 + 𝛥𝑝

𝑖 |𝑘𝑝
𝑖 ) − 𝑤̂𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 + 𝑚 − 1 + 𝛥𝑝

𝑖 |𝑘𝑝
𝑖 )‖𝑃𝑖

⩽𝐿𝑚
𝑓𝑖

‖𝑥𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 ) − 𝑥̂𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 + 𝛥𝑝

𝑖 )‖𝑃𝑖
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+
𝑚−1

∑
𝑠=0

𝐿𝑠
𝑓𝑖

‖𝑤̂(𝑘𝑝+1
𝑖 + 𝑚 − 1 − 𝑠|𝑘𝑝+1

𝑖 ) − 𝑤̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚 − 1 + 𝛥𝑝

𝑖 − 𝑠|𝑘𝑝
𝑖 )‖𝑃𝑖 (4.13)

⩽√𝜆max(𝑃𝑖)(
𝛥𝑝

𝑖 −1

∑
𝑠=0

𝐿𝑠+𝑚
𝑓𝑖

‖𝑒𝑖(𝛥
𝑝
𝑖 − 𝑠)‖2 +

𝑚−1

∑
𝑠=0

𝐿𝑠+𝑚
𝑓𝑖

‖𝑒𝑖(𝛥
𝑝
𝑖 )‖2).

综上引理4.2得证。证毕。 ∎

由 (4.11)可知，在预测扰动的作用下，状态预测误差与研究 [55, 106, 112]相
比有所减小。事实上，即使对于较大的扰动，只要扰动变化缓慢，这种减少的效

果仍然是显著的。

基于上述引理，定义以下约束收缩集 𝕏𝑖(𝑚), 𝑚 = 0, ⋯ , 𝑁 − 1以便于局部优
化问题的设计：

𝕏𝑖(𝑚) = 𝕏𝑖 ⊖ {𝑏 ∶ ‖𝑏‖𝑃𝑖 ⩽
𝑚−1

∑
𝑠=0

√𝜆max(𝑃𝑖)(𝑚 − 𝑠)𝐿𝑠
𝑃𝑖

̄𝛿𝑖}. (4.14)

注 在现存的关于模型预测控制的研究中，例如 [54, 141]，收缩约束集
基于状态预测误差上界定义，但是此方法在本章并不适用，原因是本章采用

了预测模型(4.10)而不是系统的标称模型，使得式(4.12)中产生了额外的一项
∑𝑚−1

𝑠=0 𝐿𝑠
𝑃𝑖

‖𝑒𝑖(𝛥
𝑝
𝑖 )‖2。由于 ‖𝑒𝑖(𝑚)‖2 + ‖𝑒𝑖(𝛥

𝑝
𝑖 )‖2 ⩾ ‖𝑒𝑖(𝑚 + 𝛥𝑝

𝑖 )‖2，多出的这项使

得迭代可行性难以保证。为了解决这个问题，我们放大了 (4.11)中的误差上界来
构造 𝕏𝑖(𝑚)使得 ‖𝑒𝑖(𝑚 − 𝑠)‖2 + ‖𝑒𝑖(𝛥

𝑝
𝑖 )‖2 ⩽ (𝑚 − 𝑠 + 𝛥𝑝

𝑖 ) ̄𝛿𝑖成立。更为详细的分析

将在本章4.3.3部分展开。
考虑到智能体 𝑖会利用其邻居 𝑗, 𝑗 ∈ 𝒩𝑖 的信息进行优化，从而定义含有邻

居 𝑗 的代价函数：

𝐽𝑖(𝑥𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 ), û𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 ), x𝑎

𝑗 (𝑘𝑝
𝑖 )) = 𝐽 𝐿

𝑖 (𝑥𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 ), û𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 )) + 𝐽 𝑄

𝑖 (𝑥𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 ), x𝑎

𝑗 (𝑘𝑝
𝑖 ))

其中 𝐽 𝐿
𝑖 (𝑥𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 ), û𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 )) 是智能体 𝑖 自身的代价函数，𝐽 𝑄

𝑖 (𝑥𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 ), x𝑎

𝑗 (𝑘𝑝
𝑖 )) 表示的是

含有邻居信息的代价函数。

基于上述扰动预测误差、状态预测误差、收缩约束集的定义等，局部 OCP
设计如下：

min
u𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 )

𝐽𝑖(𝑥𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 ), û𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 ), x𝑎

𝑗 (𝑘𝑝
𝑖 ))

s.t. 𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚 + 1|𝑘𝑝

𝑖 ) = 𝑓𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝

𝑖 ), ̂𝑢𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝

𝑖 )) + 𝑤̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝

𝑖 ) (4.15a)

𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 |𝑘𝑝

𝑖 ) = 𝑥𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 ) (4.15b)

𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝

𝑖 ) ∈ 𝕏𝑖(𝑚) (4.15c)

̂𝑢𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝

𝑖 ) ∈ 𝕌𝑖, 𝑚 = 0, ⋯ , 𝑁 − 1 (4.15d)
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𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑁|𝑘𝑝

𝑖 ) ∈ 𝕏𝑓
𝑖 (4.15e)

𝐽 𝐿
𝑖 (𝑥̂𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝

𝑖 ), ̂𝑢𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝

𝑖 )) ⩽ 𝐽 𝐿
𝑖 (𝑥̄𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝

𝑖 ), ̄𝑢𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝

𝑖 )), (4.15f)

其中𝑁 是预测时域，x𝑎
𝑗 (𝑘𝑝

𝑖 )表示的是子系统 𝑖的邻居 𝑗, 𝑗 ∈ 𝒩𝑖在 𝑘𝑝
𝑖 时刻的假设

状态序列，𝕏𝑓
𝑖 = {𝑥 ∶ ‖𝑥‖𝑃𝑖 < 𝜀𝑓

𝑖 }是终端约束集。
用 û∗

𝑖 (𝑘𝑝
𝑖 ) = { ̂𝑢∗

𝑖 (𝑘𝑝
𝑖 |𝑘𝑝

𝑖 ), ⋯ , ̂𝑢∗
𝑖 (𝑘𝑝

𝑖 + 𝑁 − 1|𝑘𝑝
𝑖 )}表示优化问题在 𝑘𝑝

𝑖 时的 𝑁 步
最优控制序列，用 x̂𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 ) = {𝑥̂𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 |𝑘𝑝

𝑖 ), ⋯ , 𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑁|𝑘𝑝

𝑖 )}（𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 |𝑘𝑝

𝑖 ) = 𝑥𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 )）表

示与之对应的状态序列。基于此，以下给出代价函数、假设状态、可行控制输入

等的定义。

• 假设状态 𝑥𝑎
𝑗 (𝑘𝑝

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝
𝑖 ), 𝑚 = 0, ..., 𝑁，𝑗, 𝑗 ∈ 𝒩𝑖构造如下：

𝑥𝑎
𝑗 (𝑘𝑝

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝
𝑖 ) =

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑥̂𝑗(𝑘𝑝
𝑖 + 𝑚|𝜑𝑗(𝑘𝑝

𝑖 )), 𝑚 = 0, ⋯ , 𝑁 + 𝜑𝑗(𝑘𝑝
𝑖 ) − 𝑘𝑝

𝑖

𝐴𝑘𝑖𝑥̂𝑎
𝑗 (𝑘𝑝

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝
𝑖 ), 𝑚 = 𝑁 + 𝜑𝑗(𝑘𝑝

𝑖 ) − 𝑘𝑝
𝑖 + 1, ⋯ , 𝑁,

(4.16)

其中 𝜑𝑗(𝑘𝑝
𝑖 )表示子系统 𝑗 在触发时刻 𝑘𝑝

𝑖 之前最近的触发时刻，𝐴𝑘𝑖 = 𝐴𝑖 +
𝐵𝑖𝐾𝑖，𝐴𝑖 = ∂𝑓𝑖/∂𝑥𝑖(0, 0)，𝐵𝑖 = ∂𝑓𝑖/∂𝑢𝑖(0, 0)，𝐾𝑖是使得 𝐴𝑘𝑖是赫尔维茨的反

馈增益。

• 代价函数定义如下：

𝐽 𝐿
𝑖 (𝑥𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝

𝑖 ), ̂𝑢𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝

𝑖 ))

=
𝑁−1

∑
𝑚=0

𝐿𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝

𝑖 ), ̂𝑢𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝

𝑖 )) + 𝐹𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑁|𝑘𝑝

𝑖 ))

𝐽 𝑄
𝑖 (𝑥𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝

𝑖 ), 𝑥𝑎
𝑗 (𝑘𝑝

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝
𝑖 )) =

𝑁−1

∑
𝑚=0

∑
𝑗∈𝒩𝑖

𝑞𝑖𝑗(𝑥𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝

𝑖 ), 𝑥𝑎
𝑗 (𝑘𝑝

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝
𝑖 )),

其中 𝐿𝑖(𝑥, 𝑢) = ‖𝑥‖2
𝑄𝑖

+ ‖𝑢‖2
𝑅𝑖
是阶段代价，𝐹𝑖(𝑥) = ‖𝑥‖2

𝑃𝑖
是终端代价，

𝑃𝑖, 𝑄𝑖, 𝑅𝑖是三个正定矩阵。𝑞𝑖𝑗(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) = ‖𝑥𝑖 − 𝑥𝑗‖2
𝑄𝑖𝑗
，𝑄𝑖𝑗 是正定矩阵。

• 候选的可行控制输入 ̄𝑢𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝

𝑖 )构造如下：

̄𝑢𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝

𝑖 ) =

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

̂𝑢∗
𝑖 (𝑘𝑝−1

𝑖 + 𝑚 + 𝛥𝑝
𝑖 |𝑘𝑝−1

𝑖 ), 0 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑁 − 𝛥𝑝
𝑖 − 1

𝜅𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝−1
𝑖 + 𝑁|𝑘𝑝−1

𝑖 )), 𝑚 = 𝑁 − 𝛥𝑝
𝑖

𝜅𝑖(𝑥̄𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝

𝑖 ), 𝑁 − 𝛥𝑝
𝑖 + 1 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑁 − 1,

(4.17)

其中 𝑥̄𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚 + 1|𝑘𝑝

𝑖 ) = 𝑓(𝑥̄𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝

𝑖 ), ̄𝑢𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝

𝑖 )) + 𝑤̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝

𝑖 )，
𝑚 = 0, ⋯ , 𝑁，初始值 𝑥̄𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 |𝑘𝑝

𝑖 ) = 𝑥𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 )。

为了设计触发策略和分析算法可行性，以下给出一些标准假设 [46, 53, 106]。
假设 4.2 存在一个辅助集合 𝕏𝑎

𝑖，定义为 𝕏𝑎
𝑖 = {𝑥|‖𝑥‖𝑃𝑖 ⩽ 𝜀𝑎

𝑖 }，并且存在一
个辅助控制律 𝜅𝑖(𝑥) ∶ 𝕏𝑓

𝑖 → 𝕌𝑖使得以下成立。
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1. 𝕏𝑎
𝑖 ⊆ 𝕏𝑓

𝑖 ⊆ 𝕏𝑖(𝑁)；
2. 𝑓𝑖(𝑥, 𝜅𝑖(𝑥)) ∈ 𝕏𝑎

𝑖，∀𝑥 ∈ 𝕏𝑓
𝑖 ；

3. 𝐹 (𝑓𝑖(𝑥, 𝜅𝑖(𝑥))) − 𝐹 (𝑥) ⩽ −𝐿(𝑥, 𝜅𝑖(𝑥)), ∀𝑥 ∈ 𝕏𝑓
𝑖 。

注 假设4.2是模型预测控制中比较标准的假设 [46, 53]。假设同样提供了权
重矩阵 𝑄𝑖, 𝑅𝑖, 𝑃𝑖 和集合 𝕏𝑎

𝑖 , 𝕏𝑓
𝑖 的设计依据。辅助控制律 𝜅𝑖(𝑥)的设计可以参考

文献 [1]，即可以使用基于雅克比线性化的 LQR控制器。

4.3.3 触发条件设计和迭代可行性

本部分首先给出定理 4.3,其描述了(4.15)中的局部 OCP迭代可行的条件，基
于此来设计触发条件。

定理 4.3 对于系统(4.1)，在假设 4.1成立的前提下，局部 OCP(4.15)是迭代
可行的如果以下条件成立

̄𝛿𝑖 ⩽
(𝜀𝑓

𝑖 − 𝜀𝑎
𝑖 − √𝜆max(𝑃𝑖) ̄𝜂𝑖)(𝐿𝑓𝑖 − 1)

(𝐿𝑁+1
𝑓𝑖

− 1)
, (4.18a)

̄𝜂𝑖 ⩽ (𝜀𝑓
𝑖 − 𝜀𝑎

𝑖 )/√𝜆max(𝑃𝑖), (4.18b)

并且触发机制设计如式 (4.19),

𝑘𝑝+1
𝑖 =min{𝑘𝑝

𝑖 + 𝑁, 𝑟𝑝+1
𝑖 },

𝑟𝑝+1
𝑖 = inf

𝑘 {𝑘|
𝑁−(𝑘−𝑘𝑝

𝑖 )

∑
𝑠=0

𝐿−𝑠
𝑓𝑖

‖𝑤̂𝑖(𝑘 + 𝑠|𝑘) − 𝑤̂𝑖(𝑘 + 𝑠|𝑘𝑝
𝑖 )‖𝑃𝑖 ,

+𝐿𝑓𝑖‖𝑥𝑖(𝑘) − 𝑥̂𝑖(𝑘|𝑘𝑝
𝑖 )‖𝑃𝑖 >

𝜀𝑓
𝑖 − 𝜀𝑎

𝑖 − √𝜆max(𝑃𝑖) ̄𝜂𝑖

𝐿𝑁−(𝑘−𝑘𝑝
𝑖 )

𝑓𝑖

}. (4.19)

证明 为了说明(4.15)中的优化问题在 𝑘𝑝+1
𝑖 依旧可行，也就是优化问题在

𝑘𝑝+1
𝑖 依旧有解，可以构造出 𝑘𝑝+1

𝑖 的可行解，并说明构造出的可行解满足 OCP的
约束(4.15c)-(4.15f)。𝑘𝑝+1

𝑖 时刻构造的可行解 ū𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 )方式同式(4.17)，以下验证

构造的可行解 ū𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 )满足优化问题中的约束。

1) 𝑥̄(𝑘𝑝+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝+1

𝑖 ) ∈ 𝕏𝑖(𝑚), ∀𝑚 = 1, ⋯ , 𝑁：此证明分为两步。
首先证明 𝑥̄𝑖(𝑘

𝑝+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝+1

𝑖 ) ∈ 𝕏𝑖(𝑚), ∀𝑚 = 1, ⋯ , 𝑁 − 𝛥𝑝
𝑖。利用三角不等式

可以得到

‖𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚 + 𝛥𝑝

𝑖 |𝑘𝑝
𝑖 ) + 𝑥̄𝑖(𝑘

𝑝+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝+1

𝑖 ) − 𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚 + 𝛥𝑝

𝑖 |𝑘𝑝
𝑖 )‖𝑃𝑖

⩽ ‖𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚 + 𝛥𝑝

𝑖 |𝑘𝑝
𝑖 )‖𝑃 + ‖𝑥̄𝑖(𝑘

𝑝+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝+1

𝑖 ) − 𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚 + 𝛥𝑝

𝑖 |𝑘𝑝
𝑖 )‖𝑃𝑖 .
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由于 𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚 + 𝛥𝑝

𝑖 |𝑘𝑝
𝑖 ) ∈ 𝕏𝑖(𝑚 + 𝛥𝑝

𝑖 )和 ‖𝑒𝑖(𝑚)‖2 ⩽ 𝑚 ̄𝛿𝑖，我们可以进一步推

导得到

𝑥̄𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝+1

𝑖 ) ∈ 𝕏𝑖(𝑚 + 𝛥𝑝
𝑖 ) ⊕ (

𝑚−1

∑
𝑠=0

√𝜆max(𝑃 )𝐿𝑠
𝑓𝑖

‖𝑒(𝛥𝑝
𝑖 )‖2

+
𝛥𝑝

𝑖 −1

∑
𝑠=0

√𝜆max(𝑃𝑖)𝐿𝑠+𝑚
𝑓𝑖

‖𝑒𝑖(𝛥
𝑝
𝑖 − 𝑠)‖2)

∈ 𝕏𝑖(𝑚 + 𝛥𝑝
𝑖 ) ⊕ (

𝑚−1

∑
𝑠=0

√𝜆max(𝑃𝑖)𝛥
𝑝
𝑖 𝐿𝑠

𝑓𝑖
̄𝛿𝑖

+
𝛥𝑝

𝑖 +𝑚−1

∑𝑠=𝑚
√𝜆max(𝑃𝑖)(𝛥

𝑝
𝑖 + 𝑚 − 𝑠)𝐿𝑠

𝑓𝑖
̄𝛿𝑖)

∈ 𝕏𝑖(𝑚).

其次证明 𝑥̄𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝+1

𝑖 ) ∈ 𝕏𝑖(𝑚), ∀𝑚 = 𝑁 − 𝛥𝑝
𝑖 + 1, ⋯ , 𝑁。为了证明结

论，我们首先说明 𝑥̄𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑁 + 1|𝑘𝑝+1

𝑖 ) ∈ 𝕏𝑓
𝑖 成立。

‖𝑥̄𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑁 + 1|𝑘𝑝+1

𝑖 )‖𝑃𝑖

= ‖𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑁 + 1|𝑘𝑝+1

𝑖 ) + 𝑥̄𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑁 + 1|𝑘𝑝+1

𝑖 ) − 𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑁 + 1|𝑘𝑝+1

𝑖 )‖𝑃𝑖

⩽ ‖𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑁 + 1|𝑘𝑝+1

𝑖 )‖𝑃 + ‖𝑥̄𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑁 + 1|𝑘𝑝+1

𝑖 ) − 𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑁 + 1|𝑘𝑝+1

𝑖 )‖𝑃𝑖

⩽ ‖𝑓𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑁|𝑘𝑝

𝑖 ), 𝜅𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑁|𝑘𝑝

𝑖 ))) + 𝑤̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑁|𝑘𝑝

𝑖 )‖𝑃𝑖

+ 𝐿𝑁−𝛥𝑝
𝑖 +1

𝑓𝑖
‖𝑥𝑖(𝑘

𝑝+1
𝑖 ) − 𝑥̂𝑖(𝑘

𝑝+1
𝑖 |𝑘𝑝

𝑖 )‖𝑃𝑖

+
𝑁−𝛥𝑝

𝑖

∑
𝑠=0

𝐿𝑁−𝛥𝑝
𝑖 −𝑠

𝑓𝑖
‖𝑤̂𝑖(𝑘

𝑝+1
𝑖 + 𝑠|𝑘𝑝+1

𝑖 ) − 𝑤̂𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑠|𝑘𝑝

𝑖 )‖𝑃𝑖 .

由于 𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑁|𝑘𝑝

𝑖 ) ∈ 𝕏𝑓
𝑖 , 则根据假设 4.2的性质 2) 可知 𝑓𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 +

𝑁|𝑘𝑝
𝑖 ), 𝜅𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 + 𝑁|𝑘𝑝

𝑖 ))) + 𝑤̂(𝑘𝑝
𝑖 + 𝑁|𝑘𝑝

𝑖 ) ∈ 𝕏𝑎
𝑖 , 也就是 ‖𝑓𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 +

𝑁|𝑘𝑝
𝑖 ), 𝜅𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 + 𝑁|𝑘𝑝

𝑖 ))) + 𝑤̂(𝑘𝑝
𝑖 + 𝑁|𝑘𝑝

𝑖 )‖𝑃𝑖 ⩽ 𝜀𝑎
𝑖。此外由触发条件 (4.19)可

得到𝐿𝑁−𝛥𝑝
𝑖 +1

𝑓𝑖
‖𝑥𝑖(𝑘

𝑝+1
𝑖 )−𝑥̂𝑖(𝑘

𝑝+1
𝑖 |𝑘𝑝

𝑖 )‖𝑃𝑖 +∑𝑁−𝛥𝑝
𝑖

𝑠=0 𝐿𝑁−𝛥𝑝
𝑖 −𝑠

𝑓𝑖
‖𝑤̂(𝑘𝑝+1

𝑖 +𝑠|𝑘𝑝+1
𝑖 )−

𝑤̂(𝑘𝑝+1
𝑖 + 𝑠|𝑘𝑝

𝑖 )‖𝑃𝑖 ⩽ √𝜆max(𝑃𝑖) ̄𝜂𝑖 + 𝜀𝑓
𝑖 − 𝜀𝑎

𝑖 − √𝜆max(𝑃𝑖) ̄𝜂𝑖成立。从而上式可

以改写为：

‖𝑥̄𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑁 + 1|𝑘𝑝+1

𝑖 )‖𝑃𝑖

⩽ 𝜀𝑎
𝑖 + √𝜆max(𝑃𝑖) ̄𝜂𝑖 + 𝜀𝑓

𝑖 − 𝜀𝑎
𝑖 − √𝜆max(𝑃𝑖) ̄𝜂𝑖 ⩽ 𝜀𝑓

𝑖 .

根据假设4.2中的性质 2)和 (4.18b)中的条件，我们可以认定 𝕏𝑓
𝑖 是一个鲁

棒正定不变集，从而进入集合 𝕏𝑓
𝑖 的状态将一直在此集合中，即 𝑥̄𝑖(𝑘

𝑝+1
𝑖 +

𝑚|𝑘𝑝+1
𝑖 ) ∈ 𝕏𝑓

𝑖 ⊆ 𝕏𝑖(𝑚), ∀𝑚 = 𝑁 − 𝛥𝑝
𝑖 + 1, ⋯ , 𝑁。
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2) 𝑥̄𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑁|𝑘𝑝+1

𝑖 ) ∈ 𝕏𝑓
𝑖 ：此证明已在 1)部分得证。

3) ̄𝑢𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝+1

𝑖 ) ∈ 𝕌𝑖, 𝑚 = 0, ⋯ , 𝑁 − 1：由式(4.17)中的可行控制输入的构
造方式可知，当𝑚 = 0, ⋯ , 𝑁 −𝛥𝑝

𝑖 −1， ̄𝑢𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 +𝑚|𝑘𝑝+1

𝑖 ) = ̂𝑢∗
𝑖 (𝑘𝑝

𝑖 +𝑚+𝛥𝑝
𝑖 |𝑘𝑝

𝑖 ) ∈
𝕌𝑖；当 𝑚 = 𝑁 − 𝛥𝑝

𝑖 , ⋯ , 𝑁 − 1时，由于上面已证 𝑥̄𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝+1

𝑖 ) ∈ 𝕏𝑓
𝑖 ，

∀𝑚 = 𝑁 − 𝛥𝑝
𝑖 + 1, ⋯ , 𝑁，那么由假设4.2可知 ̄𝑢𝑖(𝑘

𝑝+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝+1

𝑖 ) ∈ 𝕌𝑖。

4) 𝐽 𝐿
𝑖 (𝑥̄𝑖(𝑘

𝑝+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝+1

𝑖 ), ̄𝑢𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝+1

𝑖 )) ⩽ 𝐽 𝐿
𝑖 (𝑥̄𝑖(𝑘

𝑝+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝+1

𝑖 ), ̄𝑢𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 +

𝑚|𝑘𝑝+1
𝑖 ))：此不等式是自然满足的，不需要额外的条件。

综合 1) 2) 3) 4)，定理4.3得证。证毕。 ∎

为了执行 ET-DMPC算法，我们细化每个触发器 𝑖的作用。首先，在每个触
发 𝑘𝑝

𝑖，触发器 𝑖将远程控制器发送的 𝑁 步状态序列 x̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 )和扰动序列 ŵ𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 )存

储。其次，在每个采样时刻 𝑘，触发器 𝑖根据之前存储的控制输入 𝑢𝑖(𝑘 − 1)和状
态 𝑥𝑖(𝑘 − 1)以及当前的状态 𝑥𝑖(𝑘)，计算 (𝑁 + 1)步扰动序列 ŵ𝑖(𝑘)。然后检测触
发条件(4.19)，并且用 𝑢𝑖(𝑘)和 𝑥𝑖(𝑘)分别覆盖存储的 𝑢𝑖(𝑘 − 1)和 𝑥𝑖(𝑘 − 1)。
将上述 ET-DMPC策略总结为下面的算法4.1。

算法 4.1 基于扰动预测的 ET-DMPC算法
1 测量当前状态 𝑥𝑖(𝑘);
2 根据式(4.6)生成扰动序列 ŵ𝑖(𝑘);
3 if 条件(4.19)触发 then
4 更新触发时刻 𝑝 ← 𝑝 + 1, 𝑘𝑝

𝑖 = 𝑘;
5 求解 (4.15)中的 OCP生成 x̂𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 )和 û∗

𝑖 (𝑘𝑝
𝑖 );

6 end
7 将控制输入输入 ̂𝑢∗

𝑖 (𝑘|𝑘𝑝
𝑖 )用到系统中 ;

8 更新时刻 𝑘 ← 𝑘 + 1,回到第 1步

注 触发条件(4.19)与常规的触发条件有以下两点不同。
1) 与常规阈值恒定的触发条件如 [106, 144]不同，(4.19)中的触发阈值 (𝜀𝑓

𝑖 −
𝜀𝑎

𝑖 − √𝜆max(𝑃𝑖) ̄𝜂𝑖)/𝐿
𝑁−(𝑘−𝑘𝑝

𝑖 )
𝑓𝑖

是时变的，且随触发间隔 𝑘 − 𝑘𝑝
𝑖 而增大。因此，

可以降低触发次数。

2) 在触发条件中加入扰动预测误差，似乎使该条件更容易被触发。但当扰动
变化较慢时，扰动预测误差的影响较小，状态预测误差也较小。因此，所

提出的触发条件适用于缓慢变化的扰动。

注 为了执行 ET-DMPC算法，事件通常在初始时间 𝑘0
𝑖 自动触发。但是在

算法4.1中，在 𝑘0
𝑖 + 1触发时刻需要初始预测扰动序列 ŵ𝑖(𝑘0

𝑖 )，然而构造 ŵ𝑖(𝑘0
𝑖 )

依赖的状态 𝑥𝑖(𝑘0
𝑖 − 1)和控制输入 𝑢𝑖(𝑘0

𝑖 − 1)是不可获得的。因此，为了解决这个
问题，让事件自动触发两次，也就是设置 𝑘1

𝑖 = 𝑘0
𝑖 + 1。

注 算法 4.1与基于周期性的扰动预测模型预测控制算法和传统的 ET-
DMPC算法有两个不同之处。
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1) 与文献 [142]中从所有可能的扰动实现中任意选择扰动预测序列的扰动预
测方法相比，(4.6)中的方法扰动预测误差更低。

2) 与文献 [105-106]中的 OCP和事件触发条件相比，(4.15)中的 OCP在保证
递归可行性的同时明确考虑了扰动预测误差，(4.19)中的触发条件依赖于状
态和扰动的预测误差，降低了触发频率。

4.3.4 稳定性分析

本部分分析了在设计的 ET-DMPC 策略下系统的稳定性，定理4.4给出了整
个系统 ISS稳定性结论。
定理 4.4 如果假设 4.1和4.2成立，定理4.3中的条件成立，则整体系统在算

法4.1下是 ISS稳定的。

证明 定理的证明分为两步。1)证明存在 ̄𝛽𝑖 ∈ 𝒦ℒ和 ̄𝜂𝑖 ∈ 𝒦使得 ‖𝑥(𝑘𝑝
𝑖 )‖ ⩽

̄𝛽(‖𝑥(𝑘0)‖, 𝑘𝑝
𝑖 −𝑘0)+ ̄𝛾( ̄𝜂)在每个触发时刻 𝑘𝑝

𝑖 成立。2)证明存在 𝛽𝑖 ∈ 𝒦ℒ和 𝜂𝑖 ∈ 𝒦
使得 ‖𝑥(𝑘)‖ ⩽ 𝛽(‖𝑥(𝑘0)‖, 𝑘 − 𝑘0) + 𝛾( ̄𝜂)在所有时刻 𝑘, 𝑘 ∈ [𝑘𝑝

𝑖 , 𝑘𝑝+1
𝑖 )成立。根据研

究 [145]，在 1)成立的前提下，2)就可以直接得到，因此以下只证明 1)。
根据研究 [54]中的结果，1)可以通过证明代价函数 𝐽 𝐿

𝑖 (𝑥𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝

𝑖 ), 𝑢𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 +

𝑚|𝑘𝑝
𝑖 ))（简记为：𝐽 𝐿

𝑖 (𝑥𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 ))）是子系统 𝑖 的一个 ISS Lyapunov 函数，即验证

𝐽 𝐿
𝑖 (𝑥𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 ))满足以下两点：

1. 𝐽 𝐿
𝑖 (𝑥𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 )) ⩾ 𝛼1(‖𝑥𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 )‖)，∀𝑥𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 ) ∈ 𝕏𝑖 且 𝐽 𝐿

𝑖 (𝑥𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 )) ⩽ 𝛼2(‖𝑥𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 )‖)，

∀𝑥𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 ) ∈ 𝕏𝑓𝑖 成立，其中 𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝒦。

2. 𝐽 𝐿
𝑖 (𝑥𝑖(𝑘

𝑝+1
𝑖 )) − 𝐽 𝐿

𝑖 (𝑥𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 )) ⩽ 𝛼3(‖𝑥𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 )‖) + 𝜎( ̄𝜂𝑖)，∀𝑥𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 ) ∈ 𝕏𝑖，其中 𝛼3 ∈ 𝒦，

𝜎 ∈ 𝒦∞。

根据研究 [54]，第 1点很容易得到。以下证明第 2点。在假设 4.2成立的前提下，易
知存在 𝜌𝑖 ∈ 𝒦∞使得 𝐹𝑖(𝑓𝑖(𝑥, 𝜅𝑖(𝑥)) + 𝑤𝑖) − 𝐹𝑖(𝑥) ⩽ −𝐿𝑖(𝑥, 𝜅𝑖(𝑥)) + 𝜌𝑖( ̄𝜂𝑖), ∀𝑥 ∈ 𝕏𝑓

𝑖
成立，进一步我们可以得到

𝐹𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑁 + 1|𝑘𝑝

𝑖 )) ⩽ 𝐹𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑁|𝑘𝑝

𝑖 ))

− 𝐿𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑁|𝑘𝑝

𝑖 ), 𝜅𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑁|𝑘𝑝

𝑖 ))) + 𝜌𝑖( ̄𝜂𝑖), (4.20)

其中 𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑁 + 1|𝑘𝑝

𝑖 ) = 𝑓𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑁|𝑘𝑝

𝑖 ), 𝜅𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑁|𝑘𝑝

𝑖 ))) + 𝑤̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑁|𝑘𝑝

𝑖 )。同
理，由于 𝑥̄𝑖(𝑘

𝑝+1
𝑖 + 𝑁 − 𝛥𝑝

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝+1
𝑖 ) ∈ 𝕏𝑓

𝑖 , 𝑚 = 1, ⋯ , 𝛥𝑝
𝑖 （定理4.3已证），可以

得到

𝐹𝑖(𝑥̄𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑁|𝑘𝑝+1

𝑖 )) ⩽ (𝛥𝑝
𝑖 − 1)𝜌𝑖( ̄𝜂) + 𝐹𝑖(𝑥̄𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 + 𝑁 − 1|𝑘𝑝+1

𝑖 ))

−
𝑁−1

∑
𝑠=𝑁−𝛥𝑝

𝑖 +1
𝐿𝑖 (𝑥̄𝑖(𝑘

𝑝+1
𝑖 + 𝑠|𝑘𝑝+1

𝑖 ), ̄𝑢𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑠|𝑘𝑝+1

𝑖 )) , (4.21)
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其中 ū𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 )是在(4.17)中构造的可行控制输入。

根据 𝐽 𝐿
𝑖 (𝑥𝑖)的定义以及约束 (4.15f)可以得到

𝐽 𝐿
𝑖 (𝑥𝑖(𝑘

𝑝+1
𝑖 )) − 𝐽 𝐿

𝑖 (𝑥𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 ))

⩽𝐽 𝐿
𝑖 (𝑥̄𝑖(𝑘

𝑝+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝+1

𝑖 ), ̄𝑢𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝+1

𝑖 )) − 𝐽 𝐿
𝑖 (𝑥̂𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝

𝑖 ), ̂𝑢∗
𝑖 (𝑘𝑝

𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝
𝑖 ))

⩽
𝑁−𝛥𝑝

𝑖

∑
𝑠=0

𝐿𝑖(𝑥̄𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑠|𝑘𝑝+1

𝑖 ), ̄𝑢𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑠|𝑘𝑝+1

𝑖 ))

+
𝑁−1

∑
𝑠=𝑁−𝛥𝑝

𝑖 +1
𝐿𝑖 (𝑥̄𝑖(𝑘

𝑝+1
𝑖 + 𝑠|𝑘𝑝+1

𝑖 ), ̄𝑢𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑠|𝑘𝑝+1

𝑖 )) + 𝐹𝑖(𝑥̄𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑁|𝑘𝑝+1

𝑖 ))

−
𝑁−1

∑
𝑠=0

𝐿𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑠|𝑘𝑝

𝑖 ), ̂𝑢∗
𝑖 (𝑘𝑝

𝑖 + 𝑠|𝑘𝑝
𝑖 )) − 𝐹𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 + 𝑁|𝑘𝑝

𝑖 )). (4.22)

定义 𝐿𝐹 ≜ 2min𝑥𝑖∈𝕏𝑓
𝑖

‖𝑥𝑖‖𝑃𝑖，𝐿𝑄 ≜ 2√
𝜆max(𝑄𝑖)
𝜆min(𝑃𝑖)

min𝑥𝑖∈𝕏𝑖 ‖𝑥𝑖‖𝑄𝑖，则有以下不等式

成立：

‖𝑥‖2
𝑃𝑖

− ‖𝑦‖2
𝑃𝑖

⩽ 𝐿𝐹 ‖𝑥 − 𝑦‖𝑃𝑖 , ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝕏𝑓
𝑖 ,

‖𝑥‖2
𝑄𝑖

− ‖𝑦‖2
𝑄𝑖

⩽ 𝐿𝑄‖𝑥 − 𝑦‖𝑃𝑖 , ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝕏𝑖.
(4.23)

将式(4.20)，(4.21)和 (4.23)代入到 (4.22)，并结合式(4.12)可以得到

𝐽 𝐿
𝑖 (𝑥𝑖(𝑘

𝑝+1
𝑖 )) − 𝐽 𝐿

𝑖 (𝑥𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 ))

⩽ − ‖𝑥𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 )‖2

𝑄𝑖
+

𝑁−𝛥𝑝
𝑖

∑
𝑚=0

‖𝑥̄𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝+1

𝑖 )‖2
𝑄𝑖

− ‖𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝

𝑖 )‖2
𝑄𝑖

− ‖𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑁 + 1|𝑘𝑝

𝑖 )‖2
𝑃𝑖

+ ‖𝑥̄𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑁 + 1|𝑘𝑝+1

𝑖 )‖2
𝑃𝑖

+ 𝛥𝑝
𝑖 𝜌( ̄𝜂𝑖)

⩽ − ‖𝑥𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 )‖2

𝑄𝑖
+

𝑁−𝛥𝑝
𝑖

∑
𝑚=0

𝐿𝑄‖𝑥̄𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝+1

𝑖 ) − 𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝

𝑖 )‖𝑃𝑖

+ 𝐿𝐹 ‖𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑁 + 1|𝑘𝑝

𝑖 ) − 𝑥̄𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑁 + 1|𝑘𝑝+1

𝑖 )‖𝑃𝑖 + 𝛥𝑝
𝑖 𝜌( ̄𝜂𝑖)

⩽ − ‖𝑥𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 )‖2

𝑄𝑖
+ 𝛼( ̄𝜂𝑖), (4.24)

其中 𝜎( ̄𝜂𝑖) ≜ 𝛥𝑝
𝑖 𝜌𝑖( ̄𝜂𝑖)+√𝜆max(𝑃𝑖)( ∑𝑁−𝛥𝑝

𝑖
𝑚=0 𝐿𝑄√

𝜆max(𝑄𝑖)
𝜆min(𝑃𝑖)

𝐿
𝑚+𝛥𝑝

𝑖
𝑓𝑖 −1
𝐿𝑓𝑖−1 +𝐿𝐹

𝐿𝑁+1
𝑓𝑖 −1
𝐿𝑓𝑖−1 ) ̄𝜂𝑖。从

而第 2点得到证明。
根据研究 [145]中的定理 1，可以证明 2)也是成立的，从而证明整个系统是

ISS稳定的。证毕。 ∎
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4.4 输入仿射非线性情况

基于上节讨论的情况，本节研究输入仿射非线性系统。采用扰动分解补偿方

法得到了保守性较低的结果。

4.4.1 系统描述和扰动分解

考虑系统(4.1)中子系统 𝑖的系统动态 𝑓𝑖(𝑥𝑖, 𝑢𝑖)的形式如下：

𝑓𝑖(𝑥𝑖, 𝑢𝑖) = 𝑔𝑖(𝑥𝑖) + 𝐵𝑖(𝑥𝑖)𝑢𝑖, (4.25)

其中矩阵 𝐵𝑖 ∈ ℝ𝑛×𝑚是状态相关的。对于有上述形式的系统(4.1)，同样假设4.1也
是成立的。

从上一节的定理4.3可知，扰动在触发时刻的决定中起着重要的作用。如果
采用一些额外的扰动抑制方法则可以获得更大的触发间隔。首先，将不匹配的扰

动 𝑤𝑈
𝑖 (𝑘)（即存在 𝑥𝑖 ∈ 𝕏𝑖，使得 𝑤𝑈

𝑖 (𝑘) ∉ Range(𝐵𝑖(𝑥))）和匹配的扰动 𝑤𝑀
𝑖 (𝑘)

（即对于任意的 𝑥𝑖 ∈ 𝕏𝑖，𝑤𝑀
𝑖 (𝑘) ∈ Range(𝐵𝑖(𝑥𝑖))）分开。整体扰动表达如下：

𝑤𝑖(𝑘) = 𝑤𝑀
𝑖 (𝑘) + 𝑤𝑈

𝑖 (𝑘), (4.26a)

𝑤𝑀
𝑖 (𝑘) = 𝐵𝑖(𝑥)𝐺𝑖(𝑥𝑖)𝑤𝑖(𝑘), (4.26b)

𝑤𝑈
𝑖 (𝑘) = (𝐼 − 𝐵𝑖(𝑥)𝐺𝑖(𝑥𝑖))𝑤𝑖(𝑘), (4.26c)

其中 𝐺𝑖 ∈ ℝ𝑚×𝑛是一个状态相关的矩阵。

𝐺𝑖(𝑥𝑖)在上述分解中起着重要的作用。事实上，由于匹配的扰动可以通过前
馈补偿抵消，而不匹配的扰动不能 [56]，所以我们希望(4.26)中的 𝑤𝑈

𝑖 尽可能小。

具体来说，我们需要选择一个合适的 𝐺𝑖(𝑥𝑖)，以使 ‖𝑤𝑈
𝑖 ‖𝑃𝑖 最小化。

引理 4.5 选择𝐺𝑖(𝑥𝑖) = (𝐵𝑇
𝑖 (𝑥𝑖)𝑃𝑖𝐵𝑖(𝑥𝑖))−1𝐵𝑇

𝑖 (𝑥𝑖)𝑃𝑖可以使得 ‖𝑤𝑈
𝑖 ‖𝑃𝑖 达到最

小,即，

(𝐵𝑇
𝑖 (𝑥𝑖)𝑃𝑖𝐵𝑖(𝑥𝑖))−1𝐵𝑇

𝑖 (𝑥𝑖)𝑃𝑖 = arg min
𝐺𝑖(𝑥)

‖(𝐼 − 𝐵𝑖(𝑥𝑖)𝐺𝑖(𝑥𝑖))𝑤𝑖‖𝑃𝑖 .

证明 设 𝑉𝑖是一个可逆矩阵且满足 𝑉 𝑇
𝑖 𝑉𝑖 = 𝑃𝑖，则有

‖(𝐼 − 𝐵𝑖(𝑥𝑖)𝐺𝑖(𝑥𝑖))𝑤𝑖‖𝑃𝑖 = ‖𝑉𝑖(𝐼 − 𝐵𝑖(𝑥𝑖)𝐺𝑖(𝑥𝑖))𝑤𝑖‖2

成立。令 𝕏𝑓
𝑖 = 𝑉𝑖𝑤𝑖和 𝜑𝑖 = 𝐺𝑖(𝑥𝑖)𝑤𝑖，然后采用与文献 [146]中的命题 2类似的

方法，那么以下的优化问题：

min
𝜑𝑖∈ℝ𝑚 ‖𝜙𝑖 − 𝑉𝑖𝐵𝑖(𝑥𝑖)𝜑𝑖‖2, (4.27)

有最优解 𝜑∗
𝑖 = (𝐵𝑇

𝑖 (𝑥𝑖)𝑉 𝑇
𝑖 𝑉𝑖𝐵𝑖(𝑥𝑖))−1𝐵𝑇

𝑖 (𝑥𝑖)𝑉 𝑇
𝑖 𝜙𝑖。
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令 𝐺𝑖(𝑥𝑖) = (𝐵𝑇
𝑖 (𝑥𝑖)𝑃𝑖𝐵𝑖(𝑥𝑖))−1𝐵𝑇

𝑖 (𝑥𝑖)𝑃𝑖，我们可以得到

𝜑𝑖 = (𝐵𝑇
𝑖 (𝑥𝑖)𝑃𝑖𝐵𝑖(𝑥𝑖))−1𝐵𝑇

𝑖 (𝑥𝑖)𝑃𝑖𝑤𝑖 = 𝜑∗
𝑖

进而引理得证。证毕。 ∎

我们可以看出当 𝐺𝑖(𝑥𝑖) = 0时，‖𝑤𝑈
𝑖 ‖𝑃𝑖 = ‖𝑤𝑖‖𝑃𝑖。由于选择合适的 𝐺𝑖(𝑥𝑖)可

以最小化 ‖𝑤𝑈
𝑖 ‖𝑃𝑖，那么可以得到 ‖𝑤𝑈

𝑖 ‖𝑃𝑖 ⩽ ‖𝑤𝑖‖𝑃𝑖。这就表明可以通过对匹配扰

动进行补偿，降低了不确定性。

4.4.2 事件触发分布式模型预测控制算法设计

本部分介绍了(4.25)中的输入仿射非线性系统的 ET-DMPC方案设计。
1. 控制序列的计算
为了降低预测模型的复杂度，我们将控制输入分为两部分，分别处理匹配扰

动和不匹配扰动。具体来说，控制输入 𝑢𝑖形式如下：

𝑢𝑖(𝑘) = 𝑣𝑖(𝑘) + 𝜈𝑖(𝑘), (4.28)

其中 𝑣𝑖(𝑘)通过求解优化问题得到，并且 𝜈𝑖(𝑘)采用以下控制律来补偿匹配扰动：

𝜈𝑖(𝑘) = −𝐺𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘))𝑤̂𝑖(𝑘). (4.29)

将式(4.28)和 (4.29)代入到式 (4.10)和 (4.25)形成如下新的预测模型

𝑥̂𝑖(𝑘 + 1) = 𝑔𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘)) + 𝐵𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘))𝑣𝑖(𝑘) + 𝑤̂𝑈
𝑖 (𝑘). (4.30)

由于 𝑥𝑖 和 𝑤𝑖 都是有界的，所以存在一个有界的集合 𝒱𝑖 使得 𝜈𝑖(𝑘) ∈ 𝒱𝑖。那么，

如果 𝑣𝑖(𝑘) ∈ 𝕌𝑖 ⊖ 𝒱𝑖，则可以得到 𝑢𝑖(𝑘) ∈ 𝕌𝑖。

基于上述准备，子系统 𝑖对应的局部 OCP定义如下：

min
v𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 )

𝐽𝑖(𝑥𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 ), v𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 ), x𝑎

𝑗 (𝑘𝑝
𝑖 ))

s.t. 𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑗 + 1|𝑘𝑝

𝑖 ) = 𝑔𝑖(𝑥̂(𝑘𝑝
𝑖 + 𝑗|𝑘𝑝

𝑖 )) + 𝑤̂𝑈
𝑖 (𝑘𝑝

𝑖 + 𝑗|𝑘𝑝
𝑖 )

+ 𝐵𝑖(𝑥̂(𝑘𝑝
𝑖 + 𝑗|𝑘𝑝

𝑖 ))𝑣𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑗|𝑘𝑝

𝑖 ) (4.31a)

𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 |𝑘𝑝

𝑖 ) = 𝑥𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 ) (4.31b)

𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑗|𝑘𝑝

𝑖 ) ∈ 𝕏𝑖(𝑗) (4.31c)

𝑣𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑗|𝑘𝑝

𝑖 ) ∈ 𝕌𝑖 ⊖ 𝒱𝑖, 𝑗 = 0, ⋯ , 𝑁 − 1 (4.31d)

𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑁|𝑘𝑝

𝑖 ) ∈ 𝕏𝑓
𝑖 (4.31e)

𝐽 𝐿
𝑖 (𝑥̂𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝

𝑖 ), 𝑢𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝

𝑖 )) ⩽ 𝐽 𝐿
𝑖 (𝑥̄𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝

𝑖 ), ̄𝑢𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑚|𝑘𝑝

𝑖 )), (4.31f)
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其中 𝑤̂𝑈
𝑖 (𝑘𝑝

𝑖 + 𝑗|𝑘𝑝
𝑖 ) = (𝐼 − 𝐵𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 + 𝑗|𝑘𝑝

𝑖 ))𝐺𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑗|𝑘𝑝

𝑖 ))) × 𝑤̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑗|𝑘𝑝

𝑖 )。𝕏𝑖(𝑗)
和 𝐽𝑖(𝑥𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 ), v𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 ), x𝑎

𝑗 (𝑘𝑝
𝑖 )) = 𝐽 𝐿

𝑖 (𝑥𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 ), v𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 )) + 𝐽 𝑄

𝑖 (𝑥𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 ), x𝑎

𝑗 (𝑘𝑝
𝑖 ))保持与(4.15)同

样的形式和参数。需要注意的是由于(4.31d)中的控制约束改变了，所以集合 𝕏𝑓
𝑖

和 𝕏𝑎
𝑖 需要重新设计以满足假设 4.2。
在每个触发时刻 𝑘𝑝

𝑖，求解(4.31)中的局部 OCP 产生 𝑁 步预测控制序列

v∗
𝑖 (𝑘𝑝

𝑖 ) = {𝑣∗
𝑖 (𝑘𝑝

𝑖 |𝑘𝑝
𝑖 ), ⋯ , 𝑣∗

𝑖 (𝑘𝑝
𝑖 + 𝑁 − 1|𝑘𝑝

𝑖 )}，然后生成与之对应的预测状态序列
x̂𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 )。结合式(4.28)和(4.29)，真实的𝑁步控制序列 û𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 ) = { ̂𝑢𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 |𝑘𝑝

𝑖 ), ⋯ , ̂𝑢𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 +

𝑁 − 1|𝑘𝑝
𝑖 )}的具体表达式如下：

̂𝑢𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑗|𝑘𝑝

𝑖 ) = 𝑣∗
𝑖 (𝑘𝑝

𝑖 + 𝑗|𝑘𝑝
𝑖 ) − 𝐺𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 + 𝑗|𝑘𝑝

𝑖 ))𝑤̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑗|𝑘𝑝

𝑖 ). (4.32)

2. 触发条件和迭代可行性
为了说明算法的迭代可行性，我们重新考虑引理4.2中状态预测误差。事实

上，可以验证引理4.2中的(4.11)和 (4.12)依旧成立。特别地，对于(4.12)中的预测
状态差 ‖𝑥̂𝑖(𝑘

𝑝+1
𝑖 + 𝑗|𝑘𝑝+1

𝑖 ) − 𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑗|𝑘𝑝

𝑖 )‖𝑃𝑖 存在一个更小的上界。

定义一个与状态相关的矩阵 𝛤𝑖(𝑥) = 𝐼 − 𝐵𝑖(𝑥)𝐺𝑖(𝑥)和一个正常数 𝐿𝛤𝑖 使得对

于任意 𝑥, 𝑦 ∈ 𝕏𝑖有 ‖𝑉 (𝛤𝑖(𝑥) − 𝛤𝑖(𝑦))‖ ⩽ 𝐿𝛤𝑖‖𝑥 − 𝑦‖𝑃𝑖 成立，其中 𝑃𝑖 = 𝑉 𝑇
𝑖 𝑉𝑖。注

意到对于 𝑤𝑖 ∈ 𝕎𝑖有以下不等式成立：

‖(𝛤𝑖(𝑥) − 𝛤𝑖(𝑦))𝑤𝑖‖𝑃𝑖 = ‖𝑉 (𝛤𝑖(𝑥) − 𝛤𝑖(𝑦))𝑤𝑖‖2

⩽ ‖𝑉 (𝛤𝑖(𝑥) − 𝛤𝑖(𝑦))‖‖𝑤𝑖‖2 ⩽ 𝐿𝛤𝑖‖𝑤𝑖‖2‖𝑥 − 𝑦‖𝑃𝑖 ,

那么可以得到预测状态为：

‖𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑗|𝑘𝑝+1

𝑖 ) − 𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑗|𝑘𝑝

𝑖 )‖𝑃𝑖

⩽𝐿̄𝑓𝑖‖𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑗 − 1|𝑘𝑝+1

𝑖 ) − 𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑗 − 1|𝑘𝑝

𝑖 )‖𝑃𝑖

+ ‖𝛤𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑗 − 1|𝑘𝑝+1

𝑖 ))𝑤̂𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑗 − 1|𝑘𝑝+1

𝑖 )

− 𝛤𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑗 − 1|𝑘𝑝

𝑖 ))𝑤̂𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑗 − 1|𝑘𝑝)‖𝑃𝑖

⩽(𝐿̄𝑓𝑖 + 𝐿𝛤𝑖‖𝑤̂𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑗 − 1|𝑘𝑝+1

𝑖 )‖2)‖𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑗 − 1|𝑘𝑝+1

𝑖 )

− 𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑗 − 1|𝑘𝑝

𝑖 )‖𝑃𝑖 + ‖𝛤𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑗 − 1|𝑘𝑝

𝑖 ))

× (𝑤̂𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑗 − 1|𝑘𝑝+1

𝑖 ) − 𝑤̂𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑗 − 1|𝑘𝑝))‖𝑃𝑖

⩽
𝑗−1

∏
𝑠=0

(𝐿̄𝑓𝑖 + 𝐿𝛤𝑖‖𝑤̂𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑠|𝑘𝑝+1

𝑖 )‖2) ‖𝑥𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 ) − 𝑥̂𝑖(𝑘

𝑝+1
𝑖 |𝑘𝑝

𝑖 )‖𝑃𝑖

+
𝑗−1

∑
𝑠=0

𝑗−2

∏𝑟=𝑠
(𝐿̄𝑓𝑖 + 𝐿𝛤𝑖‖𝑤̂𝑖(𝑘

𝑝+1
𝑖 + 𝑟|𝑘𝑝+1

𝑖 )‖2) ‖𝛤𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑠|𝑘𝑝

𝑖 ))

× (𝑤̂𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑠|𝑘𝑝+1

𝑖 ) − 𝑤̂𝑖(𝑘
𝑝+1
𝑖 + 𝑠|𝑘𝑝

𝑖 ))‖𝑃𝑖 , (4.33)
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其中 𝐿̄𝑓𝑖 是使得不等式 ‖𝑔𝑖(𝑥) − 𝐵𝑖(𝑥)𝑢 − 𝑔𝑖(𝑦) − 𝐵𝑖(𝑦)𝑢‖𝑃𝑖 ⩽ 𝐿̄𝑓𝑖‖𝑥 − 𝑦‖, ∀𝑢 ∈
𝕌𝑖 ⊖ 𝒱𝑖, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝕏𝑖 成立的常数。由于控制约束的改变导致 𝐿̄𝑓𝑖 ⩽ 𝐿𝑓𝑖（𝐿𝑓𝑖 是假

设4.1给出的常数）。
基于上式(4.33)，遵循定理4.3中建立迭代可行性的思想，可以得到以下关于

输入仿射系统的触发条件设计以及迭代可行性的结果。

定理 4.6 对于输入仿射非线性系统，(4.31)中的 OCP是迭代可行的，如果
扰动满足(4.18)并且触发条件设计如下：

𝑘𝑝+1
𝑖 =min{𝑘𝑝

𝑖 + 𝑁, 𝑟𝑝+1
𝑖 },

𝑟𝑝+1
𝑖 = inf

𝑘 {𝑘|
𝑁−(𝑘−𝑘𝑝

𝑖 )

∑
𝑠=0

𝑁−(𝑘−𝑘𝑝
𝑖 )−1

∏𝑟=𝑠
(𝐿̄𝑓𝑖 + 𝐿𝛤𝑖‖𝑤̂𝑖(𝑘 + 𝑟|𝑘)‖2) ×

‖𝛤𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘 + 𝑠|𝑘𝑝
𝑖 ))(𝑤̂𝑖(𝑘 + 𝑠|𝑘) − 𝑤̂𝑖(𝑘 + 𝑠|𝑘𝑝

𝑖 ))‖𝑃𝑖

+
𝑁−(𝑘−𝑘𝑝

𝑖 )

∏
𝑠=0

(𝐿̄𝑓𝑖 + 𝐿𝛤𝑖‖𝑤̂𝑖(𝑘 + 𝑠|𝑘)‖2) ‖𝑥𝑖(𝑘) − 𝑥̂𝑖(𝑘|𝑘𝑝
𝑖 )‖𝑃𝑖

> 𝜀𝑓
𝑖 − 𝜀𝑎

𝑖 − √𝜆max(𝑃𝑖) ̄𝜂𝑖}. (4.34)

证明 此定理的证明与上一节定理4.3的证明类似，因此在这里省略。 ∎

注 以下两点需要注意。

1. 如果 𝐵𝑖 是一个常值矩阵。在这样的情况下，令 𝐿𝛤𝑖 = 0 和 𝛤𝑖 = 𝐼 −
𝐵𝑖(𝐵𝑇

𝑖 𝑃𝑖𝐵𝑖)−1𝐵𝑇
𝑖 𝑃𝑖，那么触发条件(4.34)中的不等式则变为：

𝑁−(𝑘−𝑘𝑝
𝑖 )

∑
𝑠=0

𝐿̄−𝑠
𝑓𝑖

‖𝛤𝑖 × (𝑤̂𝑖(𝑘 + 𝑠|𝑘) − 𝑤̂𝑖(𝑠 + 𝑘|𝑘𝑝
𝑖 ))‖𝑃𝑖

+ 𝐿̄𝑓𝑖‖𝑥𝑖(𝑘) − 𝑥̂𝑖(𝑘|𝑘𝑝
𝑖 )‖𝑃𝑖 >

𝜀𝑓
𝑖 − 𝜀𝑎

𝑖 − √𝜆max(𝑃𝑖) ̄𝜂𝑖

𝐿𝑁−(𝑘−𝑘𝑝
𝑖 )

𝑓𝑖

. (4.35)

可以发现式(4.35)与式(4.19)类似。但是与式(4.19)相比，式(4.35)的左边通过
对匹配扰动进行补偿进一步减小不确定性，从而带来更大的触发间隔。

2. 如果 𝑤𝑖是匹配扰动。在这种情况下，𝛤𝑖(𝑥̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑗|𝑘𝑝

𝑖 ))𝑤̂𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 + 𝑗|𝑘𝑝

𝑖 ) ≡ 0，因
此(4.31a)中就没有扰动项，那么基于(4.33)的主要不等式改写为：

𝐿̄𝑁−(𝑘−𝑘𝑝
𝑖 )+1

𝑓𝑖
‖𝑥𝑖(𝑘) − 𝑥̂𝑖(𝑘|𝑘𝑝

𝑖 )‖𝑃𝑖 > 𝜀𝑓
𝑖 − 𝜀𝑎

𝑖 . (4.36)

这样的预测误差与研究 [144]和 [106]中的结果类似。与这些工作相比，由
于扰动补偿，状态预测误差 ‖𝑥𝑖(𝑘) − 𝑥̂𝑖(𝑘|𝑘𝑝

𝑖 )‖𝑃𝑖 减小了，使得触发间隔增

大。此外，在这种情况下，不再需要 ̄𝜂𝑖 < (𝜀𝑓
𝑖 − 𝜀𝑎

𝑖 )/√𝜆max(𝑃𝑖)的限制，扰动
变化率需要满足 ̄𝛿𝑖 ⩽ (𝜀𝑓

𝑖 − 𝜀𝑎
𝑖 )/𝐿̄𝑁

𝑓𝑖
，降低了 ET-DMPC方案的保守性。

对于输入仿射非线性系统的情况，ET-DMPC算法的流程总结为算法4.2。
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算法 4.2 基于扰动预测的 ET-DMPC算法（输入仿射情况）
1 测量当前状态 𝑥𝑖(𝑘);
2 根据式(4.6)生成扰动序列 ŵ𝑖(𝑘);
3 if 条件 (4.34)触发 then
4 更新触发时刻 𝑝 ← 𝑝 + 1, 𝑘𝑝

𝑖 = 𝑘;
5 求解 (4.31)中的 OCP生成 x̂𝑖(𝑘

𝑝
𝑖 )和 v∗

𝑖 (𝑘𝑝
𝑖 );

6 根据式(4.32)生成控制序列 u𝑖(𝑘
𝑝
𝑖 );

7 end
8 将控制输入 𝑢(𝑘|𝑘𝑝

𝑖 )用到系统中 ;
9 更新时刻 𝑘 ← 𝑘 + 1,回到第 1步

4.5 仿真验证

本节通过将提出的两个算法应用到多个非完整机器人 [147]的控制上来验证
有效性。非完整机器人 𝑖，𝑖 = 1, 2, 3的动力学系统可以描述为：

𝑥𝑖(𝑘 + 1) = 𝑥𝑖(𝑘) + 𝑇 𝑣𝑖(𝑘) cos(𝜃𝑖(𝑘)) + 𝑤𝑖,𝑥(𝑘)

𝑦𝑖(𝑘 + 1) = 𝑦𝑖(𝑘) + 𝑇 𝑣𝑖(𝑘) sin(𝜃𝑖(𝑘)) + 𝑤𝑖,𝑦(𝑘)

𝜃𝑖(𝑘 + 1) = 𝜃𝑖(𝑘) + 𝑇 𝜔𝑖(𝑘) + 𝑤𝑖,𝜃(𝑘),

(4.37)

其中，𝜒𝑖 = [𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝜃𝑖]𝑇 为系统状态，(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)表示机器人 𝑖的位置，𝜃𝑖 表示机器人

的朝向, 𝑢𝑖 = [𝑣𝑖, 𝜔𝑖]𝑇 为控制输入，𝑣𝑖 和 𝜔𝑖 分别为线速度和角速度, 𝑤𝑖 是外部扰

动。𝑇 = 0.2𝑠为采样周期。
本仿真实验的目标是将三个初始位置分别为 𝜒ini,1 = [−3.5, 2.5, −𝜋/2]𝑇，

𝜒ini,2 = [−3.5, 2.5, −𝜋/2]𝑇 和 𝜒ini,3 = [−3.5, 2.5, −𝜋/2]𝑇 的三个机器人在满足如

下控制约束的条件下，通过协作移动到目标位置 𝜒𝑑 = [0, 0, 0]𝑇，并尽可能降低

通信消耗。

|𝑣𝑖| < 1.5m/s, |𝜔𝑖| < 0.65rad/s与 ‖𝜒𝑖‖2
2 ⩽ 𝑅2

max + 𝜋2

4 ,

其中，𝑅max,𝑖表示机器人 𝑖距离目标位置的最大距离。
为了实现目标，我们设置预测时域为 𝑁 = 12，代价函数中的权重矩阵分别

为 𝑄𝑖 = 0.1𝐼3, 𝑅𝑖 = 0.05𝐼2和 𝑃𝑖 = 𝐼3。注意到上述动力学系统在原点的线性化系

统是不可控的，本节直接采用文献 [148]中给出的局部控制器并满足假设4.2。终
端约束相关的两个参数分别设置为 𝜀𝑓

𝑖 = 0.8和 𝜀𝑎
𝑖 = 0.52。特别地，根据引理4.5可

以得到实施算法 4.2所需的

𝐺(𝜒) = 1
𝑇 [

cos 𝜃 sin 𝜃 0
0 0 1]

.

对应地，集合 𝒱𝑖满足

𝒱𝑖 = {[𝑣𝑖, 𝑤𝑖]𝑇 ||𝑣𝑖| ⩽ (𝜂[1]
𝑖 + 𝜂[2]

𝑖 )/𝑇 , |𝑤𝑖| ⩽ 𝜂[3]
𝑖 /𝑇 } .
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图 4.2 机器人离目标位置的距离变化曲线

s

图 4.3 机器人朝向的演化曲线

本节通过对比实验展示了本文所提 ET-MPC的优越性。具体地，我们将本章
所提算法的仿真结果与传统的周期性 DMPC[59]以及传统的 ET-DMPC[60]进行
对比。

为了同时保证四个 DMPC的迭代可行性，设置的扰动需要满足约束(4.18)以
及文献 [54]所提出的扰动上界约束。假定扰动的表达式为

𝑤𝑥,1 = 0.027𝑇 sin(2𝑇 𝑘 + 1), 𝑤𝑦,1 = 0.0126𝑇 sin(2𝑇 𝑘 + 4.2),
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s

图 4.4 机器人的控制输入（线速度）

s

图 4.5 机器人的控制输入（角速度）

𝑤𝜃,1 = 0.0198𝑇 sin(𝑇 𝑘 + 0.8), 𝑤𝑥,2 = −0.027𝑇 sin(2𝑇 𝑘 + 7.1),

𝑤𝑦,2 = 0.0126𝑇 sin(2𝑇 𝑘 + 4.2), 𝑤𝜃,2 = 0.0198𝑇 sin(𝑇 𝑘 + 1),

𝑤𝑥,3 = 0.027𝑇 sin(2𝑇 𝑘 + 4.2), 𝑤𝑦,3 = −0.0126𝑇 sin(2𝑇 𝑘 + 1),

𝑤𝜃,3 = −0.0198𝑇 sin(𝑇 𝑘 + 7.1).

通过计算可以得到扰动的上界及其变化率上界分别为 𝜂1 = 𝜂2 = 𝜂3 =
[0.0054, 0.0025, 0.004]𝑇，𝛿1 = 𝛿2 = 𝛿3 = [0.0021, 0.001, 0.0008]𝑇， ̄𝜂1 = ̄𝜂2 = ̄𝜂3 =
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s

s

s

图 4.6 算法4.1下所有机器人的触发情况

 (s)

 (s)

 (s)

图 4.7 算法4.2下所有机器人的触发情况

0.0072， ̄𝛿1 = ̄𝛿2 = ̄𝛿3 = 0.0025。
仿真结果由图4.2-图4.9给出。图4.2和图4.3给出了本章提出两个算法下机器

人的状态演化曲线，可以观察到均满足状态约束。相应地，图4.4和图4.5给出了
机器人的控制输入，其同样满足着控制约束。因此，可以认为本章提出的两个算

法均能达成预期的控制目标。

图4.6和图4.7分别给出了算法4.1和算法4.2的触发次数，而图4.8和图4.9给出
的对比算法（传统的 ET-DMPC和周期性 DMPC）的触发次数。可以观察到，本
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 (s)

 (s)

 (s)

图 4.8 传统 ET-DMPC算法下所有机器人的触发情况

 (s)

 (s)

 (s)

图 4.9 周期性 DMPC算法下所有机器人的触发情况

章提出的两个算法可以在少幅牺牲控制性能的前提下显著降低触发次数。这

表明本章考虑的自适应事件触发条件(4.19)或(4.34)以及将预测扰动序列考虑
到(4.15)或(4.31)中 OCP 的做法能够降低设计的保守性。此外，由于算法4.2将
匹配扰动进行提前补偿，触发条件(4.34)中的不确定性得到了进一步的降低，因
此具有更大的触发间隔。

值得注意的是，本章提出的 ET-DMPC算法相比于现有算法能够容忍更大的
扰动上界，只要其变化率足够小。图4.10和图4.11给出了两个算法的触发时刻图，

81



第 4章 受扰非线性系统的扰动预测事件触发分布式MPC

 (s)

 (s)

 (s)

图 4.10 算法4.1下所有机器人的触发情况

 (s)

 (s)

 (s)

图 4.11 算法4.2下所有机器人的触发情况

其中扰动的设置为

𝑤𝑥,1 = −0.07𝑇 sin(0.5𝑇 𝑘 − 2), 𝑤𝑦,1 = −0.04𝑇 sin(0.5𝑇 𝑘)

𝑤𝜃,1 = 0.058𝑇 sin(0.55𝑇 𝑘 + 2), 𝑤𝑥,2 = −0.07𝑇 sin(0.5𝑇 𝑘 − 2)

𝑤𝑦,2 = 0.04𝑇 sin(0.5𝑇 𝑘), 𝑤𝜃,2 = −0.058𝑇 sin(0.55𝑇 𝑘 + 2)

𝑤𝑥,3 = 0.07𝑇 sin(0.5𝑇 𝑘 − 2), 𝑤𝑦,3 = −0.04𝑇 sin(0.5𝑇 𝑘)

𝑤𝜃,1 = −0.058𝑇 sin(0.55𝑇 𝑘 + 2)
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即 ̄𝜂1 = ̄𝜂2 = ̄𝜂3 = 0.02， ̄𝛿1 = ̄𝛿2 = ̄𝛿3 = 0.0022。由于本章所提算法相对于传统算
法能容忍更大的扰动，所以尽管该扰动设置并不满足传统事件触发对扰动上界

的要求，但满足本章算法对扰动的要求。同时，仿真结果也再次证明了干扰补偿

技术能够有效降低触发频率。

4.6 本章小结

本章针对外部受扰非线性系统提出了基于扰动预测的 ET-DMPC算法。为了
提高模型预测精度，提出了一种中心化路径扰动预测方法，继而在局部优化问题

中引入新的带有扰动预测的预测模型，降低了状态预测误差，从而降低了触发频

率。为了使得状态约束依旧满足，设计了一种新型基于扰动变化率的约束收缩

集。然后将此算法拓展到输入仿射非线性系统，对匹配和不匹配扰动进行了分离

和补偿，进一步降低了预测误差。最后通过机器人的仿真案例对比了所提算法与

传统 ET-DMPC算法，说明了所提算法能更有效地降低计算和通信负载。
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第 5章 耦合非线性系统的滚动自触发分布式 MPC

5.1 引言

上一章提出了基于扰动预测的ET-DMPC策略，解决了受扰系统的ET-DMPC
中由于预测模型不精准导致的基于可行性设计的触发条件易满足的问题。注意

到上一章研究的是非耦合系统，本章针对耦合系统的 ST-DMPC中基于可行性设
计触发策略存在的问题展开研究。

在 ST-DMPC中，在当前触发时刻，基于系统模型和当前最新的控制输入和
状态信息提前计算好下一触发时刻 [125, 147]。整体的设计原则类似单个系统的
ST-MPC设计，即基于可行性和稳定性设计触发条件。基于可行性设计的基本思
想是估计出状态预测误差，进而给出状态预测误差允许的阈值来保证算法可行

性 [55-56]。但是对于耦合系统，状态预测误差难以估计，原因是邻居的信息非
实时可知，所以触发策略难设计。此外，为了保证系统的稳定性，局部 OCP中
通常引入额外的约束，例如兼容性约束，使得设计复杂。

综上所述，针对耦合系统如何设计一个 ST-DMPC策略有效降低计算和通信
负载的同时简化算法设计是本章所要研究的问题。为此，我们提出了一种滚动式

自触发方案。在此方案中，首先设计了一种双模型局部 OCP，其中耦合的模型
用来预测子系统未来的轨迹，优化了控制性能；解耦的模型用来估计状态预测误

差，并基于此设计自触发条件，使得设计简化。其次是设计了一种滚动自触发机

制，在两个触发时刻间加入了一些采样时刻，在采样时刻采样系统的真实状态，

进而得到当前时刻的状态预测误差。基于当前时刻的状态预测误差估计此后的

预测误差减小了估计保守性，从而有效地降低了触发频率。最后，局部 OCP中
加入易成立的新型稳定性约束，进而保证了系统稳定且使得稳定性分析简化。

本章安排如下，第5.2节描述了所要研究的问题以及一些后面设计和分析需
要的准备工作。第5.3节给出本章所提的滚动 ST-DMPC策略设计，包含了双模型
局部 OCP的构造以及滚动自触发机制的设计过程。第5.4节对所提策略进行了分
析，包括 Zeno行为的避免，算法的可行性分析以及在所提策略下系统的稳定性
分析。第5.5节通过仿真验证了所提策略的有效性。最后总结了本章工作。

5.2 问题描述和准备工作

5.2.1 问题描述

考虑一个由𝑀 个互联的非线性子系统组成的大规模系统，子系统之间通过

状态耦合。子系统之间的动态耦合用有向图 𝒢 = (𝒱, ℰ)表示，其中 𝒱 = {1, ..., 𝑀}
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是节点（子系统）的集合，ℰ ⊂ 𝒱 × 𝒱 是边的集合。第 𝑖个子系统的动态方程描
述如下：

𝑥̇𝑖(𝑡) = 𝑓𝑖(𝑥𝑖(𝑡), 𝑢𝑖(𝑡)) + ∑
𝑗∈𝒩 𝑢

𝑖

𝑔𝑖𝑗(𝑥𝑗(𝑡)) + 𝑤𝑖(𝑡), 𝑡 ⩾ 0, (5.1)

其中 𝑖 ∈ 𝒱，𝑥𝑖(𝑡) ∈ ℝ𝑛𝑖 和 𝑢𝑖(𝑡) ∈ ℝ𝑚𝑖 分别是状态和控制输入约束，其服从约束

𝑥𝑖(𝑡) ∈ 𝕏𝑖, 𝑢𝑖(𝑡) ∈ 𝕌𝑖。集合 𝕏𝑖 和 𝕌𝑖 是紧集并且将原点包含在内。函数 𝑔𝑖𝑗 描述

了子系统之间的相互影响。𝑤𝑖(𝑘) ∈ 𝕎𝑖 = {𝑤𝑖 ∈ ℝ𝑛𝑖 ∶ ‖𝑤𝑖‖𝑃𝑖 ⩽ 𝜉𝑖, 𝜉𝑖 > 0}是外部
扰动，𝑃𝑖是正定矩阵。符号𝒩 𝑢

𝑖 表示子系统 𝑖的上游邻居，即对于一些子系统 𝑗，
𝑗 ∈ 𝒱 ⧵ {𝑖}其状态分量出现在子系统 𝑖的动态方程中。𝒩 𝑑

𝑖 表示子系统 𝑖的下游
邻居。注意到对于任意的 𝑖, 𝑗 ∈ 𝒱，𝑗 ∈ 𝒩 𝑢

𝑖 当且仅当 𝑖 ∈ 𝒩 𝑑
𝑗 。

整个系统的动态方程为

𝑥̇(𝑡) = 𝐹 (𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)) + 𝑤(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)) + 𝑔(𝑥(𝑡)) + 𝑤(𝑡), (5.2)

其中 𝑥 = [𝑥𝑇
1 , ⋯ , 𝑥𝑇

𝑀 ]𝑇 ∈ 𝕏 ⊆ ℝ𝑛, 𝕏 = 𝕏1 ×⋯×𝕏𝑀，𝑢 = [𝑢𝑇
1 , ⋯ , 𝑢𝑇

𝑀 ]𝑇 ∈ 𝕌 ⊆ ℝ𝑚，

𝕌 = 𝕌1 × ⋯ × 𝕌𝑀，𝑤 = [𝑤𝑇
1 , ⋯ , 𝑤𝑇

𝑀 ]𝑇 ∈ 𝕎 ⊆ ℝ𝑛，𝕎 = 𝕎1 × ⋯ × 𝕎𝑀 和

𝑛 = ∑𝑖∈𝒱 𝑛𝑖, 𝑚 = ∑𝑖∈𝒱 𝑚𝑖。此外，𝑓(𝑥, 𝑢) = [𝑓1(𝑥1, 𝑢1)𝑇 , ⋯ , 𝑓𝑀 (𝑥𝑀 , 𝑢𝑀 )𝑇 ]𝑇 和

𝑔(𝑥) = [∑𝑗∈𝒩 𝑢
1

𝑔1𝑗(𝑥𝑗)𝑇 , ⋯ , ∑𝑗∈𝒩 𝑢
𝑀

𝑔𝑀𝑗(𝑥𝑗)𝑇 ]𝑇。

假设 5.1 ([93]) 函数 𝑓𝑖 和 𝑔𝑖𝑗 是二次连续可微的，并且满足 𝑓𝑖(0, 0) = 0，
𝑔𝑖𝑗(0) = 0。此外，对于任意初始条件 𝑥𝑖(0)，任意分段右连续 𝑥𝑗 ∶ [0, ∞) → 𝕏𝑗 , 𝑗 ∈
𝒩 𝑢

𝑖 ，以及任意分段右连续 𝑢𝑖 ∶ [0, ∞) → 𝕌𝑖，系统(5.1)具有唯一的绝对连续解。
假设 5.2 ([131])函数 𝑓𝑖 是 Lipschitz连续的，即存在一个依赖于权重矩阵

𝑃𝑖的常数 𝐿𝑓𝑖 使得对于任意 (𝜐, 𝜍, 𝑢) ∈ 𝕏𝑖 × 𝕏𝑖 × 𝕌𝑖，有以下不等式成立

‖𝑓𝑖(𝜐, 𝑢) − 𝑓𝑖(𝜍, 𝑢)‖𝑃𝑖 ⩽ 𝐿𝑓𝑖‖𝜐 − 𝜍‖𝑃𝑖 . (5.3)

本章的主要目标是设计一种 ST-DMPC策略使得系统(5.2)稳定。该策略应具
备两方面优势：1）所提出的策略易于设计并且可以获得好的控制性能；2）能充
分降低触发频率，从而有效节约计算和通信资源。

5.2.2 准备工作

首先，我们引入一些系统描述以便终端约束集和局部状态反馈控制律的设

计。系统 (5.1)的标称解耦动态方程表示为：

𝑥̇𝑖(𝑡) = 𝑓𝑖(𝑥𝑖(𝑡), 𝑢𝑖(𝑡)). (5.4)

类似地，系统(5.2)的标称动态方程为：

𝑥̇(𝑡) = 𝐹 (𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)). (5.5)
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考虑系统(5.1)和 (5.2)的线性化。系统(5.1)在原点附近线性化表示为：

𝑥̇𝑖(𝑡) = 𝐴𝑖𝑖𝑥𝑖(𝑡) + 𝐵𝑖𝑢𝑖(𝑡) + ∑
𝑗∈𝒩 𝑢

𝑖

𝐴𝑖𝑗𝑥𝑗(𝑡) + 𝑤𝑖(𝑡), (5.6)

其中 𝐴𝑖𝑖 = ∂𝑓𝑖/∂𝑥𝑖(0, 0)，𝐴𝑖𝑗 = ∂𝑔𝑖𝑗 /∂𝑥𝑗(0)，𝑗 ∈ 𝒩 𝑢
𝑖 ，𝐵𝑖 = ∂𝑓𝑖/∂𝑢𝑖(0, 0)。

系统(5.2)在原点附近线性化表示为：

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡) + 𝑤(𝑡), (5.7)

其中 𝐴 = ∂𝐹 /∂𝑥(0, 0)，𝐵 = ∂𝑓/∂𝑢(0, 0)。
基于上述动态方程，给出以下两个引理。引理 5.1表明系统 (5.4)存在一个正

不变集。引理 5.2表明系统 (5.5)存在一个正不变集。在给出引理5.1之前，首先给
出一个假设。

假设 5.3 对于每个子系统 𝑖，𝑖 ∈ 𝒱，存在一个解耦的状态反馈增益 𝐾𝑖使得

𝐴𝑠𝑖 = 𝐴𝑖𝑖 + 𝐵𝑖𝐾𝑖和 𝐴𝑜 = 𝐴 + 𝐵𝐾 都是赫尔维茨的，其中 𝐾 = diag(𝐾1, ..., 𝐾𝑀 )。
引理 5.1 ([60])在假设 5.3成立的前提下，给定任意的正定矩阵 𝑄𝑖, 𝑅𝑖，则

对于(5.4)中的标称解耦系统，存在一个常数 𝜖𝑖 > 0，一个矩阵 𝑃𝑖 和一个状态反

馈控制律 𝑢𝑖(𝑡) = 𝐾𝑖𝑥𝑖(𝑡) ∈ 𝕌𝑖 使得：1）集合 𝕏𝑎
𝑖 = {𝑥𝑖(𝑡) ∈ ℝ𝑛𝑖 ∶ 𝑉𝑓𝑖(𝑥𝑖(𝑡)) ⩽ 𝜖2

𝑖 }
是系统(5.4) （𝑢𝑖(𝑡) = 𝐾𝑖𝑥𝑖(𝑡) ∈ 𝕌𝑖）的一个正不变集；2）对于任意 𝑥𝑖(𝑡) ∈ 𝕏𝑎

𝑖，

有 ̇𝑉𝑓𝑖(𝑥𝑖(𝑡))|𝑥̇𝑖(𝑡)=𝑓𝑖(𝑥𝑖(𝑡),𝐾𝑖𝑥𝑖(𝑡)) ⩽ −‖𝑥𝑖(𝑡)‖2
𝑄̄𝑖
，其中 𝑉𝑓𝑖(𝑥𝑖(𝑡)) = ‖𝑥𝑖(𝑡)‖2

𝑃𝑖
，𝑄̄𝑖 = 𝑄𝑖 +

𝐾𝑇
𝑖 𝑅𝑖𝐾𝑖，𝑃𝑖是 Lyapunov方程 𝑃𝑖𝐴𝑠𝑖 + 𝐴𝑇

𝑠𝑖𝑃𝑖 = −𝑄̄𝑖的解。

令𝑄 = diag{𝑄1, ..., 𝑄𝑀}，𝑃 = diag{𝑃1, ..., 𝑃𝑀}，𝑄̄ = diag{𝑄̄1, ..., 𝑄̄𝑀}，𝐴𝑠 =
diag{𝐴𝑠1, ..., 𝐴𝑠𝑀}，其中 𝑄𝑖, 𝑃𝑖, 𝑄̄𝑖和 𝐴𝑠𝑖是在引理5.1和假设 5.3中定义的。

假设 5.4 ([93])耦合度满足 𝐴𝑇
𝑜 𝑃 + 𝑃 𝐴𝑜 − (𝐴𝑇

𝑠 𝑃 + 𝑃 𝐴𝑠) ⩽ 1/2𝑄̄。
基于假设5.4，引理 5.2给出了标称系统 (5.5)的正不变集 𝕏𝑎。

引理 5.2 如果假设5.1，5.3和 5.4满足，对于标称系统(5.5)，存在一个常数
𝜀 > 0和一个状态反馈控制律 𝑢(𝑥) = 𝐾𝑥(𝑡) ∈ 𝕌使得 𝕏𝑎 = {𝑥(𝑡) ∈ ℝ𝑛 ∶ 𝑉𝑓 (𝑥(𝑡)) ⩽
𝜀2}是系统 𝑥̇(𝑡) = 𝐹 (𝑥(𝑡), 𝐾𝑥(𝑡))的正不变集。

证明 证明思路类似于文献 [93, 131]，这里给出一个简短的证明。根据假
设5.4，𝑉𝑓 (𝑥(𝑡))的导数计算如下：

̇𝑉𝑓 (𝑥(𝑡))|𝑥̇(𝑡)=𝐹 (𝑥(𝑡),𝐾𝑥(𝑡))

=𝑥(𝑡)𝑇 (𝐴𝑇
𝑜 𝑃 + 𝑃 𝐴𝑜)𝑥(𝑡) + 2𝑥(𝑡)𝑇 𝑃 𝜓(𝑥(𝑡))

⩽ − ‖𝑥(𝑡)‖2
𝑄̄(1

2 − 2‖𝜓(𝑥(𝑡))‖𝑃
𝜆min(𝑃 −1/2𝑄̄𝑃 −1/2)‖𝑥(𝑡)‖𝑃

), (5.8)

其中 𝜓(𝑥(𝑡)) = 𝐹 (𝑥(𝑡), 𝐾𝑥(𝑡)) − 𝐴𝑜𝑥(𝑡)。由于当 ‖𝑥(𝑡)‖𝑃 → 0时 ‖𝜓(𝑥(𝑡))‖𝑃
‖𝑥(𝑡)‖𝑃

→ 0，则
存在常数 𝜀和 0 < 𝛽 < 1/2使得不等式 ‖𝜓(𝑥(𝑡))‖𝑃

‖𝑥(𝑡)‖𝑃
⩽ (1 − 2𝛽)𝜆min(𝑃 −1/2𝑄̄𝑃 −1/2)/4成

立，进而可以得到对于任意 𝑥(𝑡) ∈ 𝕏𝑎有 ̇𝑉𝑓 (𝑥(𝑡)) ⩽ −𝛽‖𝑥(𝑡)‖2
𝑄̄。证毕。 ∎
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5.3 滚动自触发分布式模型预测控制策略设计

5.3.1 双模型最优控制问题

在自触发策略下，子系统之间的信息采样和控制更新是异步进行的。对于每

个子系统 𝑖，用 𝑡𝑟
𝑖，𝑟 ∈ ℕ表示其第 𝑟个触发时刻。为了准确预测子系统 𝑖的状态

演化，最理想的方法是利用其上游邻居 𝑗 ∈ 𝒩 𝑢
𝑖 的实际状态信息。然而，由于子

系统之间采用异步触发的方式，子系统 𝑖无法获得其上游邻居的真实状态信息。
因此，在每个触发时刻 𝑡𝑟

𝑖，每个子系统 𝑖根据从其邻居接收到的最新信息构造邻
居的假设状态信息，记为 𝑥𝑎

𝑗 , 𝑗 ∈ 𝒩 𝑢
𝑖 。类似地，子系统 𝑖向其下游邻居 𝑗, 𝑗 ∈ 𝒩 𝑑

𝑖
传输其最新的信息用于构造 𝑥𝑎

𝑖。

为了便于定义 OCP，以下总结了不同符号的状态和控制输入含义。为了便
于表达，设 ⋅(𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 )是 𝑡，𝑡 ∈ [𝑡𝑟
𝑖 , 𝑡𝑟

𝑖 + 𝑇 ]时刻的一个变量，则有以下不同表述：
• ̃𝑢𝑖(𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 )和 𝑥̃𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 )分别是子系统 𝑖的预测控制输入和预测状态轨迹；

• ̃𝑢∗
𝑖 (𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 )和 𝑥̃∗
𝑖 (𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 )分别是求解 OCP得到的子系统 𝑖的最优控制输入和与之
对应的最优状态轨迹；

• ̄𝑢𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 )是候选的可行控制轨迹，其构造将在下面部分给出，𝑥̄𝑖(𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 )是与之
对应的可行状态；

• 𝑥̂𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 )是标称状态；

• 𝑥𝑎
𝑖 (𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 )是子系统 𝑖的假设状态，其构造方式将在以下部分给出。
每个子系统的双模型局部 OCP定义如下：

̃𝑢∗
𝑖 (𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 ) = argmin ̃𝐽𝑖(𝑥̃𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 ), ̃𝑢𝑖(𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 ))

s.t. ̇𝑥̃𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 ) = 𝑓𝑖(𝑥̃𝑖(𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 ), ̃𝑢𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 )) + ∑

𝑗∈𝒩 𝑢
𝑖

𝑔𝑖𝑗(𝑥𝑎
𝑗 (𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 )) (5.9a)

̇𝑥̂𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 ) = 𝑓𝑖(𝑥̂𝑖(𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 ), ̃𝑢𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 )) (5.9b)

𝑥̂𝑖(𝑡𝑟
𝑖 ; 𝑡𝑟

𝑖 ) = 𝑥̃𝑖(𝑡𝑟
𝑖 ; 𝑡𝑟

𝑖 ) = 𝑥(𝑡𝑟
𝑖 ) (5.9c)

𝑥̂𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 ) ∈ 𝕏𝑖 ⊖ 𝔹𝑖(𝑡 − 𝑡𝑟

𝑖 ) (5.9d)

𝑥̂𝑖(𝑡𝑟
𝑖 + 𝑇 ; 𝑡𝑟

𝑖 ) ∈ 𝕏𝑓
𝑖 (5.9e)

̃𝑢𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 ) ∈ 𝕌𝑖 (5.9f)

̂𝐽𝑖(𝑥̂𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 ), ̃𝑢𝑖(𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 )) ⩽ ̂𝐽𝑖(𝑥̄𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 ), ̄𝑢𝑖(𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 )), (5.9g)

其中 𝑡 ∈ [𝑡𝑟
𝑖 , 𝑡𝑟

𝑖 + 𝑇 ]，𝑇 是预测时域。收缩集是 𝔹𝑖(𝑡 − 𝑡𝑟
𝑖 )，其设计是为了使得真

实状态约束能满足。𝕏𝑓
𝑖 = {𝑥 ∈ ℝ𝑛𝑖 ∶ ‖𝑥‖𝑃𝑖 ⩽ 𝛼𝑖𝜀𝑖} 表示终端集，其中 𝜀𝑖 =

min{𝜖𝑖, 𝜀/√𝑀}。
采用(5.9a)中的耦合动态方程的目的是保证一个较好的控制性能。(5.9b)中标

称动态的使用是为了保证迭代可行性。(5.9a)和 (5.9b)的初始状态如等式(5.9c)所
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示。(5.9d)中的收缩约束设计是为了保证真实状态约束得以满足。(5.9e)是终端状
态约束。最后一个约束 (5.9g)的提出是为了保证每个系统的稳定性。

• 假设状态 𝑥𝑎
𝑗 (𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 ), 𝑡 ∈ [𝑡𝑟
𝑖 , 𝑡𝑟

𝑖 + 𝑇 ], 𝑗 ∈ 𝒩 𝑢
𝑖 构造如下：

𝑥𝑎
𝑗 (𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 ) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑥̃∗
𝑗 (𝑡; 𝜂𝑗(𝑡𝑟

𝑖 )), 𝑡 ∈ [𝑡𝑟
𝑖 , 𝜂𝑗(𝑡𝑟

𝑖 ) + 𝑇 ]

𝐴𝑠𝑗𝑥𝑎
𝑗 (𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 ), 𝑡 ∈ [𝜂𝑗(𝑡𝑟
𝑖 ) + 𝑇 , 𝑡𝑟

𝑖 + 𝑇 ],
(5.10)

其中 𝜂𝑗(𝑡𝑟
𝑖 ) ≜ max{𝑙 ∈ ℕ ∶ 𝑡𝑙

𝑗 ⩽ 𝑡𝑟
𝑖 }。

• 收缩集 𝔹𝑖(𝑡 − 𝑡𝑟
𝑖 )定义如下：

𝔹𝑖(𝑡 − 𝑡𝑟
𝑖 ) ∶= {𝑥 ∈ ℝ𝑛𝑖 ∶ ‖𝑥‖𝑃𝑖 ⩽

𝜉𝑖 + 𝜃𝑖𝑗
𝐿𝑓𝑖

(𝑒𝐿𝑓𝑖 (𝑡−𝑡𝑟
𝑖 ) − 1)}, (5.11)

其中 𝜃𝑖𝑗 = sup𝑥𝑗∈𝕏𝑗 ‖𝑔𝑖𝑗(𝑥𝑗)‖𝑃𝑖。

• 代价函数 ̃𝐽𝑖(𝑥̃𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 ), ̃𝑢𝑖(𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 ))以二次函数的形式给出：

̃𝐽𝑖(𝑥̃𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 ), ̃𝑢𝑖(𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 )) = ∫
𝑡𝑟
𝑖 +𝑇

𝑡𝑟
𝑖

(‖𝑥̃𝑖(𝑠; 𝑡𝑟
𝑖 )‖2

𝑄̃𝑖
+ ‖ ̃𝑢𝑖(𝑠; 𝑡𝑟

𝑖 )‖2
𝑅̃𝑖

)𝑑𝑠 + ‖𝑥̃𝑖(𝑡𝑟
𝑖 + 𝑇 ; 𝑡𝑟

𝑖 )‖2
̃𝑃𝑖
,

(5.12)

其中 𝑄̃𝑖，𝑅̃𝑖和 ̃𝑃𝑖都是正定矩阵。

• 函数 ̂𝐽𝑖(𝑥̂𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 ), ̃𝑢𝑖(𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 ))定义如下：

̂𝐽𝑖(𝑥̂𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 ), ̃𝑢𝑖(𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 )) = ∫
𝑡𝑟
𝑖 +𝑇

𝑡𝑟
𝑖

(‖𝑥̂𝑖(𝑠; 𝑡𝑟
𝑖 )‖2

𝑄𝑖
+ ‖ ̃𝑢𝑖(𝑠; 𝑡𝑟

𝑖 )‖2
𝑅𝑖

)𝑑𝑠 + ‖𝑥̂𝑖(𝑡𝑟
𝑖 + 𝑇 ; 𝑡𝑟

𝑖 )‖2
𝑃𝑖

,

(5.13)

其中𝑄𝑖，𝑅𝑖，𝑃𝑖都是正定矩阵。此外，𝑃𝑖是Lyapunov方程𝐴𝑇
𝑠𝑖𝑃𝑖+𝑃𝑖𝐴𝑠𝑖 = −𝑄̄𝑖

的解。

• 候选的可行控制输入 ̄𝑢𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 ), 𝑟 > 0构造如下：

̄𝑢𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 ) =

⎧⎪
⎨
⎪⎩

̃𝑢∗(𝑡; 𝑡𝑟−1
𝑖 ), 𝑡 ∈ [𝑡𝑟

𝑖 , 𝑡𝑟−1
𝑖 + 𝑇 ],

𝐾𝑖𝑥̃(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 ), 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1

𝑖 + 𝑇 , 𝑡𝑟
𝑖 + 𝑇 ],

(5.14)

其中可行状态轨迹由(5.4)中的标称动态方程生成，初始值为 𝑥̄𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 ) = 𝑥𝑖(𝑡𝑟

𝑖 )。
注 (5.9)中设计的双模型 OCP与传统 OCP主要有以下三个区别：

1) 与传统 OCP[69, 90-91, 149] 中仅使用了标称动态方程(5.9b)相比，本章提出
的 OCP 使用了双模型(5.9a) 和 (5.9b)。这样的双模型 OCP 策略使得性能保
证和约束满足能够分开设计，也就是通过寻找最优控制输入使得受耦合动

态方程 (5.9a)影响的代价函数 ̃𝐽𝑖 最小，并在相同的控制输入下检查受标称系

统(5.9b)影响的约束是否满足。注意由于耦合动态考虑了子系统之间的相互影
响，耦合动态(5.9a) 比传统 OCP[69, 90-91, 149] 仅使用标称系统预测更为精
确。因此，双模型策略有利于控制性能的提升。
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2) 与之前关于耦合系统的研究相比，例如 [93, 131, 150]，(5.9)中的 OCP避免了
一些含有严格参数设计的约束。注意到所设计的 OCP 引入了一个稳定性约
束，其可以自然满足，无需额外的条件，将在5.4.2部分详细解释。从而，相比
于传统耦合系统的研究，所提的 OCP设计更为简单。

3) 为了降低稳定性分析的保守性，在 OCP中引入了约束(5.9g)。事实上，在许多
研究中 [93, 132]，最优代价函数 ̃𝐽𝑖一般作为 Lyapunov函数。然而，由于预测
模型中存在耦合影响，基于最优值代价 ̃𝐽𝑖得到的稳定性条件会比较保守。因

此，我们构造了另一个代价函数 ̂𝐽𝑖作为候选的 Lyapunov函数，并引入(5.9g)中
的约束来保证稳定性。

注 根据实际不同的控制目标，如驾驶舒适性和能源效率，选择将要最小化

的成本函数 ̃𝐽𝑖，其选择依据引理 5.1。

5.3.2 滚动自触发机制

子系统 𝑖的真实状态轨迹(5.1)和标称状态(5.4)均由使用控制输入 ̃𝑢∗
𝑖 (𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 )生
成。然而，标称系统(5.4)忽略了耦合影响和外部扰动，从而导致真实状态 𝑥(𝑡)和
标称状态 𝑥̂𝑖(𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 )之间存在状态误差。下面的引理 5.3给出了状态误差描述，为了
自触发机制设计而做准备。

引理 5.3 对于每个子系统 𝑖，如果(5.1)中真实系统状态和(5.4)中标称系统状
态都是利用控制输入 ̃𝑢∗

𝑖 (𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 )生成，那么状态误差 ‖𝑥𝑖(𝑡) − 𝑥̂𝑖(𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 )‖𝑃𝑖 满足

‖𝑥𝑖(𝑡) − 𝑥̂𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖 ⩽

𝜉𝑖 + 𝜃𝑖𝑗
𝐿𝑓𝑖

(𝑒𝐿𝑓𝑖 (𝑡−𝑡𝑟
𝑖 ) − 1), (5.15)

其中 𝑡 ∈ [𝑡𝑟
𝑖 , 𝑡𝑟

𝑖 + 𝑇 ]。

证明 通过Gronwall-Bellman不等式可以很容易得到此引理，因此省略证明
过程。 ∎

考虑到 OCP的迭代可行性，标称系统状态轨迹不能偏离真实状态轨迹太远。
为此，传统的自触发机制，例如 [55, 125, 147]，利用估计的状态预测误差和设计
的触发阈值构成如下的可行性触发条件

𝜉𝑖 + 𝜃𝑖𝑗
𝐿𝑓𝑖

(𝑒𝐿𝑓𝑖 (𝑡−𝑡𝑟
𝑖 ) − 1) = (𝜀𝑖 − 𝛼𝑖𝜀𝑖)𝑒𝐿𝑓𝑖 (𝑡−𝑡𝑟

𝑖 −𝑇 )

=∶ 𝜑(𝑡), (5.16)

其中 𝜑(𝑡)是一个时变的阈值，其设计是为了保证迭代可行性。𝜑(𝑡)的具体设计方
法将在5.4.2部分展开。
求解(5.16)可以得到触发时刻如下

𝑡𝑟+1
𝑖 ∶= inf{𝑡 ∶ 𝑡 > 𝑡𝑟

𝑖 , (5.16)}. (5.17)
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由于得不到精确的耦合项和扰动值，所以使用耦合项和扰动的上界会得到

一个保守的误差上界，进而由触发条件(5.17)决定的触发比较频繁。

𝑡
𝑡𝑖
𝑟

ሻ𝜑(𝑡

𝑡
𝑡𝑖
𝑟

ሻ𝜑(𝑡

ҧ𝑡𝑖
1

真实偏差

൯𝜒(𝑡 − ҧ𝑡𝑖
0

(a) (b)

𝑡
𝑡𝑖
𝑟

ሻ𝜑(𝑡

ҧ𝑡𝑖
1 ҧ𝑡𝑖

2

൯𝜒(𝑡 − ҧ𝑡𝑖
1

(c)

𝑡
𝑡𝑖
𝑟 ҧ𝑡𝑖

1 ҧ𝑡𝑖
2

真实偏差 

𝜑(𝑡ሻ

ҧ𝑡𝑖
s

ሻ𝜒(𝑡 − ҧ𝑡𝑖
s

𝑡𝑖
𝑟+1

(d)

(a)

ҧ𝑡𝑖
1

൯𝜒(𝑡 − ҧ𝑡𝑖
0

…

真实偏差

图 5.1 滚动自触发机制

(a)在每个触发时刻 𝑡𝑟
𝑖，由式(5.20)确定第 1个采样时刻 ̄𝑡1

𝑖 . (b)在采样时刻 ̄𝑡1
𝑖，测量

当前状态 𝑥𝑖( ̄𝑡1
𝑖 )，计算得到 ‖𝑥𝑖( ̄𝑡1

𝑖 ) − 𝑥̂𝑖( ̄𝑡1
𝑖 ; 𝑡𝑟

𝑖 )‖𝑃𝑖
的准确值。(c)由式 (5.18)计算得到

𝜒(𝑡 − ̄𝑡1
𝑖 )的值，由式(5.20)确定下一个采样时刻 ̄𝑡2

𝑖。(d)过程 (b)和 (c)重复执行直到
终止条件(5.21)满足，并由式(5.22)确定下一触发时刻 𝑡𝑟+1

𝑖 。

为了解决此问题，我们增加一些状态采样时刻以获取保守性低的误差估计。

首先在触发时刻 𝑡𝑟
𝑖 之后定义了第 𝑠，𝑠 ∈ ℤ个采样时刻为 ̄𝑡𝑠

𝑖， ̄𝑡𝑠
𝑖 ⩾ 𝑡𝑟

𝑖 且 ̄𝑡0
𝑖 = 𝑡𝑟

𝑖。在

每个采样时刻 ̄𝑡𝑠
𝑖，测量当前状态 𝑥𝑖( ̄𝑡𝑠

𝑖 )计算得到状态偏差 ‖𝑥𝑖( ̄𝑡𝑠
𝑖 ) − 𝑥̂𝑖( ̄𝑡𝑠

𝑖 ; 𝑡𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖。基

于此偏差值，可以得到更为准确的 ‖𝑥𝑖(𝑡) − 𝑥̂𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖 , 𝑡 > ̄𝑡𝑠

𝑖 的估计值。最后基于

此估计值，用传统的自触发机制确定下个采样时刻 ̄𝑡𝑠+1
𝑖 。整个过程如图 5.1所示。

接下来的三个部分详细地阐述所提出的自触发机制。首先，引理5.4描述了
基于精确值 ‖𝑥𝑖( ̄𝑡𝑠

𝑖 ) − 𝑥̂𝑖( ̄𝑡𝑠
𝑖 ; 𝑡𝑟

𝑖 )‖𝑃𝑖 来估计 ‖𝑥𝑖(𝑡) − 𝑥̂𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖 , 𝑡 > ̄𝑡𝑠

𝑖 的值。

引理 5.4 对于子系统 𝑖，状态 𝑥(𝑡)和 𝑥̂𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 )之间的偏差的上界为：

‖𝑥𝑖(𝑡) − 𝑥̂𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖 ⩽ ‖𝑥𝑖( ̄𝑡𝑠

𝑖 ) − 𝑥̂𝑖( ̄𝑡𝑠
𝑖 ; 𝑡𝑟

𝑖 )‖𝑃𝑖𝑒
𝐿𝑓𝑖 (𝑡− ̄𝑡𝑠

𝑖 ) +
𝜉𝑖 + 𝜃𝑖𝑗

𝐿𝑓𝑖

(𝑒𝐿𝑓𝑖 (𝑡− ̄𝑡𝑠
𝑖 ) − 1)

∶= 𝜒(𝑡 − ̄𝑡𝑠
𝑖 ), (5.18)

其中 𝑡 ∈ [𝑡𝑟
𝑖 , 𝑡𝑟

𝑖 + 𝑇 ]， ̄𝑡𝑠
𝑖 ∈ [𝑡𝑟

𝑖 , 𝑡]。𝜒(𝑡 − ̄𝑡𝑠
𝑖 )表示真实状态预测误差的估计。
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证明 由真实系统方程(5.1)和标称系统方程(5.4)，我们可以得到

‖𝑥𝑖(𝑡) − 𝑥̂𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖

=‖𝑥𝑖( ̄𝑡𝑠
𝑖 ) + ∫

𝑠

̄𝑡𝑠
𝑖

(𝑓𝑖(𝑥𝑖(𝑠), ̃𝑢∗
𝑖 (𝑠; 𝑡𝑟

𝑖 )) + ∑
𝑗∈𝒩 𝑢

𝑖

𝑔𝑖𝑗(𝑥𝑗(𝑠))

+ 𝑤𝑖(𝑠))𝑑𝑠 − 𝑥̂𝑖( ̄𝑡𝑠
𝑖 ; 𝑡𝑟

𝑖 ) − ∫
𝑠

̄𝑡𝑠
𝑖

(𝑓𝑖(𝑥̂𝑖(𝑠; 𝑡𝑟
𝑖 ), ̃𝑢∗

𝑖 (𝑠; 𝑡𝑟
𝑖 ))𝑑𝑠‖𝑃𝑖

⩽‖𝑥𝑖( ̄𝑡𝑠
𝑖 ) − 𝑥̂𝑖( ̄𝑡𝑠

𝑖 ; 𝑡𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖 + (𝜃𝑖𝑗 + 𝜉𝑖)(𝑡 − ̄𝑡𝑠

𝑖 ) + ∫
𝑠

̄𝑡𝑠
𝑖

𝐿𝑓𝑖‖𝑥𝑖(𝑠) − 𝑥̂𝑖(𝑠; 𝑡𝑟
𝑖 )‖𝑑𝑠

⩽‖𝑥𝑖( ̄𝑡𝑠
𝑖 ) − 𝑥̂𝑖( ̄𝑡𝑠

𝑖 ; 𝑡𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖𝑒

𝐿𝑓𝑖 (𝑡− ̄𝑡𝑠
𝑖 ) +

𝜉𝑖 + 𝜃𝑖𝑗
𝐿𝑓𝑖

(𝑒𝐿𝑓𝑖 (𝑡− ̄𝑡𝑠
𝑖 ) − 1),

其中最后一个不等式利用了 Gronwall-Bellman不等式。 ∎

第二是通过传统的自触发机制确定采样时刻 ̄𝑡𝑠
𝑖。具体地，更新条件设计如下：

‖𝑥𝑖( ̄𝑡𝑠
𝑖 ) − 𝑥̂𝑖( ̄𝑡𝑠

𝑖 ; 𝑡𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖𝑒

𝐿𝑓𝑖 (𝑡− ̄𝑡𝑠
𝑖 ) +

𝜉𝑖 + 𝜃𝑖𝑗
𝐿𝑓𝑖

(𝑒𝐿𝑓𝑖 (𝑡− ̄𝑡𝑠
𝑖 ) − 1)

= (𝜀𝑖 − 𝛼𝑖𝜀𝑖)𝑒𝐿𝑓𝑖 (𝑡−𝑡𝑟
𝑖 −𝑇 ), ̄𝑡0

𝑖 = 𝑡𝑟
𝑖 . (5.19)

基于采样时刻更新条件(5.19)，采样时刻 ̄𝑡𝑠+1
𝑖 , 𝑠 ∈ ℤ确定方式为

̄𝑡𝑠+1
𝑖 ∶= inf{𝑡 ∶ 𝑡 > ̄𝑡𝑠

𝑖 , (5.19)}. (5.20)

第三是建立采样的终止条件，同时确定下一触发时刻 𝑡𝑟+1
𝑖 。设计的主要思想

是如果两个采样时刻 ̄𝑡𝑠
𝑖 和 ̄𝑡𝑠+1

𝑖 足够近，那么状态预测误差 ‖𝑥𝑖( ̄𝑡𝑠
𝑖 ) − 𝑥̂𝑖( ̄𝑡𝑠

𝑖 ; 𝑡𝑟
𝑖 )‖𝑃𝑖 可

能足够接近式(5.16)中的触发阈值 𝜑(𝑡)，此时将触发时刻设置为 𝑡𝑟+1
𝑖 = ̄𝑡𝑠

𝑖。此外，

考虑到预测时域需要满足约束 𝑡𝑟+1
𝑖 ⩽ 𝑡𝑟

𝑖 + 𝑇。综上所述，终止条件设置为

̄𝑡𝑠+1
𝑖 − ̄𝑡𝑠

𝑖 < 𝛿𝑖 或 ̄𝑡𝑠+1
𝑖 − 𝑡𝑟

𝑖 ⩾ 𝑇 , (5.21)

同时，下一个触发时刻通过下式确定

𝑡𝑟+1
𝑖 =

⎧⎪
⎨
⎪⎩

̄𝑡𝑠
𝑖 , if ̄𝑡𝑠+1

𝑖 − ̄𝑡𝑠
𝑖 < 𝛿𝑖,

𝑡𝑟
𝑖 + 𝑇 , if ̄𝑡𝑠+1

𝑖 − 𝑡𝑟
𝑖 ⩾ 𝑇 ,

(5.22)

其中 𝛿𝑖是每个子系统 𝑖的最小采样间隔。
从触发时刻 𝑡𝑟

𝑖 开始，以初始采样条件 ̄𝑡0
𝑖 = 𝑡𝑟

𝑖 一直采样直到(5.21)中终止条件
满足，在下一采样时刻 𝑡𝑟+1

𝑖 执行同样的过程。我们称这种基于传统自触发机制以

滚动的方式确定采样时刻的机制为“滚动自触发机制”。显然，传统的自触发机

制是本章所提滚动自触发机制的一种特殊情况。因此，相比之下，本章所提机制

能更有效地降低触发频率。

总结上述设计过程得到最终的算法5.1。
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算法 5.1 滚动 ST-DMPC算法
1 在 𝑡 = 0时刻，设置 𝑟 = 0，𝑠 = 0， ̄𝑡𝑠

𝑖 = 0，𝑥𝑎
𝑗 (𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 ) = 0，flag = 1，求解(5.9)中的
OCP，同时根据式(5.20)确定下一个采样时刻 ̄𝑡𝑠+1

𝑖 ，回到第 5步；
2 在任意的 𝑡 > 0时刻，如果 𝑥(𝑡) ∈ 𝕏𝑎，使用控制输入 𝐾𝑥(𝑡)，到第 2步。否则，到第

3步；
3 如果 𝑡 = 𝑡𝑟

𝑖，设置 flag = 1，根据(5.10)构造假设状态 𝑥𝑎
𝑗 (𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 ), 𝑗 ∈ 𝒩 𝑢
𝑖 ；求解(5.9)中的

OCP并传输 𝑥̃∗
𝑖 (𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 ), 𝑡 ∈ [𝑡𝑟
𝑖 , 𝑡𝑟

𝑖 + 𝑇 ]给其下游邻居 𝑗, 𝑗 ∈ 𝒩 𝑑
𝑖 ；设置初始采样时刻为

̄𝑡0
𝑖 = 𝑡, 𝑠 = 0；根据式(5.20)确定下一个采样时刻 ̄𝑡𝑠+1

𝑖 ，到第 5步。否则，到第 4步；
4 如果 𝑡 = ̄𝑡𝑠

𝑖，根据式(5.20)确定下一个采样时刻 ̄𝑡𝑠+1
𝑖 。否则，回到第 6步；

5 检查(5.21)中的终止条件。如果条件满足，则根据(5.22)确定下一触发时刻 𝑡𝑟+1
𝑖 ，并

设置 𝑟 = 𝑟 + 1, flag = 0。否则，设置 𝑠 = 𝑠 + 1；
6 如果 flag = 1，应用控制输入 ̃𝑢∗

𝑖 (𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 )，到第 2步。否则，应用 ̃𝑢∗

𝑖 (𝑡; 𝑡𝑟−1
𝑖 )，到第 2步。

5.4 策略分析

本节通过三个定理给出本章的理论结果。首先，定理5.5说明了所设计的算
法5.1避免了 Zeno行为。其次，定理 5.6分析了算法的迭代可行性。最后，定理5.7分
析了系统稳定性。

5.4.1 Zeno行为的避免

定理5.5指出触发间隔始终存在一个最小的下界，这意味着所设计的算法是
没有 Zeno行为的。
定理 5.5 对系统(5.1)执行算法5.1。如果以下条件满足

1
𝐿𝑓𝑖

ln
(1 − 𝛼𝑖)𝜀𝑖𝐿𝑓𝑖

𝜉𝑖 + 𝜃𝑖𝑗
< 𝑇 (5.23)

则存在一个最小的触发间隔 𝛥𝑖，即 𝛥𝑖 ⩽ inf𝑟∈ℕ{𝑡𝑟+1
𝑖 − 𝑡𝑟

𝑖 }且

𝛥𝑖 = 1
𝐿𝑓𝑖

ln 𝑒𝐿𝑓𝑖𝑇

𝑒𝐿𝑓𝑖𝑇 − (1−𝛼𝑖)𝜀𝑖𝐿𝑓𝑖
𝜉𝑖+𝜃𝑖𝑗

. (5.24)

证明 从触发时刻的决定式(5.22)可知，下一触发时刻 𝑡𝑟+1
𝑖 和当前第一个采

样时刻 ̄𝑡1
𝑖 一定满足 𝑡𝑟+1

𝑖 ⩾ ̄𝑡1
𝑖。式(5.19)中代入 ̄𝑡𝑠

𝑖 = ̄𝑡0
𝑖 得到

𝜉𝑖 + 𝜃𝑖𝑗
𝐿𝑓𝑖

(𝑒𝐿𝑓𝑖 (𝑡− ̄𝑡0
𝑖 ) − 1) = (𝜀𝑖 − 𝛼𝑖𝜀𝑖)𝑒𝐿𝑓𝑖 (𝑡−𝑡𝑟

𝑖 −𝑇 ).

考虑到采样时刻的初始条件 ̄𝑡0
𝑖 = 𝑡𝑟

𝑖，求解上式可以得到 ̄𝑡1
𝑖，从而进一步可以

得到 𝑡𝑟+1
𝑖 − 𝑡𝑟

𝑖 ⩾ ̄𝑡1
𝑖 − 𝑡𝑟

𝑖 = 𝛥𝑖。证毕。 ∎

5.4.2 迭代可行性分析

迭代可行性说明了每个子系统 𝑖的局部 OCP只要在初始时刻 𝑡0
𝑖 = 0是有解

的，那么在以后的每个触发时刻都存在解。首先给出 OCP初始可行的假设。

93



第 5章 耦合非线性系统的滚动自触发分布式MPC

假设 5.5 ([73])每个子系统 𝑖，𝑖 ∈ 𝒱 的局部 OCP在初始时刻都是有解的，
并且 𝕏𝑎

𝑖 ⊂ 𝕏𝑖 ⊖ 𝔹𝑖(𝑇 )。
定理 5.6 对于每个子系统(5.1)，在假设5.1-5.5成立的前提下，如果预测时

域选定为

𝑇 ⩽ 1
𝐿𝑓𝑖

ln
(1 − 𝛼𝑖)𝜀𝑖𝐿𝑓𝑖

(𝜉𝑖 + 𝜃𝑖𝑗)(1 − 𝛼
4 𝜆max(𝑃𝑖)

𝜆min(𝑄̄𝑖) 𝐿𝑓𝑖
𝑖 )

, (5.25)

则(5.9)中的 OCP是迭代可行的。

证明 该定理采用数学归纳法证明。首先，由假设5.5可知，OCP在初始时刻
𝑡0
𝑖 = 0是可行的。其次，假设 OCP在 𝑡𝑟−1

𝑖 ,（𝑟 > 1, 𝑖 ∈ 𝒱）时刻是可行的。则需要
证明在 𝑡𝑟

𝑖 时刻，OCP依旧是可行的。为了证明此结论，我们需要证明式(5.14)中
构造的候选控制输入 ̄𝑢𝑖(𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 ) 和与之对应的状态 𝑥̄𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 ) 满足式(5.9d)-(5.9g)中的

约束。

1.(5.9d)中的约束满足,即 𝑥̄𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 ) ∈ 𝕏𝑖 ⊖ 𝔹𝑖(𝑡 − 𝑡𝑟

𝑖 ), 𝑡 ∈ [𝑡𝑟
𝑖 , 𝑡𝑟

𝑖 + 𝑇 ]。
当 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1

𝑖 , 𝑡𝑟−1
𝑖 + 𝑇 ]，基于构造的控制输入 ̄𝑢𝑖(𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 )，我们可以得到

‖𝑥̄𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 ) − 𝑥̂𝑖(𝑡; 𝑡𝑟−1

𝑖 )‖𝑃𝑖

=‖𝑥̄𝑖(𝑡𝑟
𝑖 ; 𝑡𝑟

𝑖 ) + ∫
𝑠

𝑡𝑟
𝑖

(𝑓𝑖(𝑥̄𝑖(𝑠; 𝑡𝑟
𝑖 ), ̃𝑢∗

𝑖 (𝑠; 𝑡𝑟−1
𝑖 ))𝑑𝑠

− 𝑥̂𝑖(𝑡𝑟
𝑖 ; 𝑡𝑟−1

𝑖 ) − ∫
𝑠

𝑡𝑟
𝑖

(𝑓𝑖(𝑥̂𝑖(𝑠; 𝑡𝑟−1
𝑖 ), ̃𝑢∗

𝑖 (𝑠; 𝑡𝑟−1
𝑖 ))𝑑𝑠‖𝑃𝑖

⩽‖𝑥𝑖(𝑡𝑟
𝑖 ) − 𝑥̂𝑖(𝑡𝑟

𝑖 ; 𝑡𝑟−1
𝑖 )‖𝑃𝑖 + ∫

𝑠

𝑡𝑟
𝑖

𝐿𝑓𝑖‖𝑥̄𝑖(𝑠; 𝑡𝑟
𝑖 ) − 𝑥̂𝑖(𝑠; 𝑡𝑟−1

𝑖 )‖𝑃𝑖𝑑𝑠.

使用 Gronwall-Bellman不等式可以进一步得到

‖𝑥̄𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 ) − 𝑥̂𝑖(𝑡; 𝑡𝑟−1

𝑖 )‖𝑃𝑖 ⩽ ‖𝑥𝑖(𝑡𝑟
𝑖 ) − 𝑥̂𝑖(𝑡𝑟

𝑖 ; 𝑡𝑟−1
𝑖 )‖𝑃𝑖𝑒

𝐿𝑓𝑖 (𝑡−𝑡𝑟
𝑖 ). (5.26)

由引理5.4中条件(5.15)可得

‖𝑥𝑖(𝑡𝑟
𝑖 ) − 𝑥̂𝑖(𝑡𝑟

𝑖 ; 𝑡𝑟−1
𝑖 )‖𝑃𝑖 ⩽ 𝜒(𝑡𝑟

𝑖 − 𝑡𝑟−1
𝑖 ) =

𝜉𝑖 + 𝜃𝑖𝑗
𝐿𝑓𝑖

(𝑒𝐿𝑓𝑖 (𝑡
𝑟
𝑖 −𝑡𝑟−1

𝑖 ) − 1). (5.27)

将(5.27)代入(5.26)可得

‖𝑥̄𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 ) − 𝑥̂𝑖(𝑡; 𝑡𝑟−1

𝑖 )‖𝑃𝑖 ⩽
𝜉𝑖 + 𝜃𝑖𝑗

𝐿𝑓𝑖

(𝑒𝐿𝑓𝑖 (𝑡−𝑡𝑟−1
𝑖 ) − 𝑒𝐿𝑓𝑖 (𝑡−𝑡𝑟

𝑖 )).

由于 𝑥̂𝑖(𝑡; 𝑡𝑟−1
𝑖 ) ∈ 𝕏𝑖 ⊖ 𝔹𝑖(𝑡 − 𝑡𝑟−1

𝑖 )，利用三角不等式可以进一步得到 𝑥̄𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 ) ∈

𝕏𝑖 ⊖ 𝔹𝑖(𝑡 − 𝑡𝑟−1
𝑖 ) ⊕ 𝜉𝑖+𝜃𝑖𝑗

𝐿𝑓𝑖
(𝑒𝐿𝑓𝑖 (𝑡−𝑡𝑟−1

𝑖 ) − 𝑒𝐿𝑓𝑖 (𝑡−𝑡𝑟
𝑖 )) ⊂ 𝕏𝑖 ⊖ 𝔹𝑖(𝑡 − 𝑡𝑟

𝑖 )。
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当 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1
𝑖 + 𝑇 , 𝑡𝑟

𝑖 + 𝑇 ]时，我们需要证明 𝑥̄𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 ) ∈ 𝕏𝑎

𝑖，进而由假设5.5可得
𝑥̄𝑖(𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 ) ∈ 𝕏𝑖 ⊖ 𝔹𝑖(𝑡 − 𝑡𝑟
𝑖 )。根据式(5.15)，(5.19)和(5.22)可以得到

‖𝑥𝑖(𝑡𝑟
𝑖 ) − 𝑥̂𝑖(𝑡𝑟

𝑖 ; 𝑡𝑟−1
𝑖 )‖𝑃𝑖 ⩽‖𝑥𝑖( ̄𝑡𝑠

𝑖 ) − 𝑥̂𝑖( ̄𝑡𝑠
𝑖 ; 𝑡𝑟−1

𝑖 )‖𝑃𝑖𝑒
𝐿𝑓𝑖 (𝑡

𝑟
𝑖 − ̄𝑡𝑠

𝑖 ) +
𝜉𝑖 + 𝜃𝑖𝑗

𝐿𝑓𝑖

(𝑒𝐿𝑓𝑖 (𝑡
𝑟
𝑖 − ̄𝑡𝑠

𝑖 ) − 1)

=(𝜀𝑖 − 𝛼𝑖𝜀𝑖)𝑒𝐿𝑓𝑖 (𝑡
𝑟
𝑖 −𝑡𝑟−1

𝑖 −𝑇 ), (5.28)

其中 ̄𝑡𝑠
𝑖 是离触发时刻 𝑡𝑟

𝑖 最近的采样时刻。

将式 (5.28)代入式(5.26)可以进一步得到

‖𝑥̄𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 ) − 𝑥̂𝑖(𝑡; 𝑡𝑟−1

𝑖 )‖𝑃𝑖 ⩽ (𝜀𝑖 − 𝛼𝑖𝜀𝑖)𝑒𝐿𝑓𝑖 (𝑡−𝑡𝑟−1
𝑖 −𝑇 ). (5.29)

因此，令式(5.29)中 𝑡 = 𝑡𝑟−1
𝑖 + 𝑇 可以得到 ‖𝑥̄𝑖(𝑡𝑟−1

𝑖 + 𝑇 ; 𝑡𝑟
𝑖 ) − 𝑥̂𝑖(𝑡𝑟−1

𝑖 + 𝑇 ; 𝑡𝑟−1
𝑖 )‖𝑃𝑖 ⩽

(𝜀𝑖−𝛼𝑖𝜀𝑖)。使用三角不等式得到 ‖𝑥̄𝑖(𝑡𝑟−1
𝑖 +𝑇 ; 𝑡𝑟

𝑖 )‖𝑃𝑖 ⩽ 𝜀𝑖，也就是 𝑥̄𝑖(𝑡𝑟−1
𝑖 +𝑇 ; 𝑡𝑟

𝑖 ) ∈ 𝕏𝑎
𝑖，

从而可以使用状态反馈控制输入 𝐾𝑖𝑥𝑖。根据引理 5.1的结果，状态 𝑥̄𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 ), 𝑡 ∈

[𝑡𝑟−1
𝑖 + 𝑇 , 𝑡𝑟

𝑖 + 𝑇 ]将始终保持在集合 𝕏𝑎
𝑖 中。

2.(5.9e)中的终端约束满足，即 𝑥̄𝑖(𝑡𝑟
𝑖 + 𝑇 ; 𝑡𝑟

𝑖 ) ∈ 𝕏𝑓
𝑖 。

因为 𝑥̄𝑖(𝑡𝑟−1
𝑖 + 𝑇 ; 𝑡𝑟

𝑖 ) ∈ 𝕏𝑎
𝑖，那么根据引理5.1可以得到 ̇𝑉𝑓𝑖(‖𝑥̄𝑖(𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 )‖𝑃𝑖) ⩽
−‖𝑥̄𝑖(𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 )‖2
𝑄̄𝑖
，𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1

𝑖 + 𝑇 , 𝑡𝑟
𝑖 + 𝑇 ]。使用比较引理，可以进一步得到

‖𝑥̄𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 )‖2

𝑃𝑖
⩽ ‖𝑥̄𝑖(𝑡𝑟−1

𝑖 + 𝑇 ; 𝑡𝑟
𝑖 )‖2

𝑃𝑖
𝑒− 𝜆min(𝑄̄𝑖)

2𝜆max(𝑃𝑖) (𝑡−𝑡𝑟−1
𝑖 −𝑇 ).

上式代入 𝑡 = 𝑡𝑟
𝑖 + 𝑇 产生

‖𝑥̄𝑖(𝑡𝑟
𝑖 + 𝑇 ; 𝑡𝑟

𝑖 )‖2
𝑃𝑖

⩽ 𝜀2
𝑖 𝑒− 𝜆min(𝑄̄𝑖)

2𝜆max(𝑃𝑖) (𝑡𝑟
𝑖 −𝑡𝑟−1

𝑖 ).

考虑 𝑡𝑟
𝑖 − 𝑡𝑟−1

𝑖 ⩾ 𝛥𝑖，再根据(5.24)和 (5.25)，最终可以得到 ‖𝑥̄𝑖(𝑡𝑟
𝑖 + 𝑇 ; 𝑡𝑟

𝑖 )‖2
𝑃𝑖

⩽ 𝛼2
𝑖 𝜀2

𝑖。

3.(5.9f)中的控制约束满足，即 ̄𝑢𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 ) ∈ 𝕌𝑖, 𝑡 ∈ [𝑡𝑟

𝑖 , 𝑡𝑟
𝑖 + 𝑇 ]。

从控制输入 ̄𝑢𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 ) 的构造(5.14)中可知：当 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1

𝑖 , 𝑡𝑟−1
𝑖 + 𝑇 ]， ̄𝑢𝑖(𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 ) =
̃𝑢∗(𝑡; 𝑡𝑟−1

𝑖 ) ∈ 𝕌𝑖；当 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1
𝑖 + 𝑇 , 𝑡𝑟

𝑖 + 𝑇 ]，由于 𝑥̄𝑖(𝑡𝑟−1
𝑖 + 𝑇 ; 𝑡𝑟

𝑖 ) ∈ 𝕏𝑎
𝑖，根据引理5.1，

有 ̄𝑢𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 ) = 𝐾𝑖𝑥̃(𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 ) ∈ 𝕌𝑖。

4. (5.9g)中的稳定性约束满足，即 ̂𝐽𝑖(𝑥̄𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 ), ̄𝑢𝑖(𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 )) ⩽ ̂𝐽𝑖(𝑥̄𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 ), ̄𝑢𝑖(𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 ))。
显然，此不等式自然成立。 ∎

由上述分析可知，只要满足充分条件 (5.25)，就可以保证迭代可行性。与以
往研究相比，本章提出的双模型策略需要满足的条件更少，从而设计上更简单。

注 为了保证 OCP的迭代可行性，需要初始可行。对于耦合系统，OCP的
可行性依赖于耦合模型。为此，许多研究假设存在一个假设状态轨迹 𝑥𝑎

𝑗 (𝑡; 0),
𝑗 ∈ 𝒩 𝑢

𝑖 使得 OCP在初始时刻有解，例如 [93, 131, 151]。在这种情况下，初始的
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假设状态轨迹 𝑥𝑎
𝑗 (𝑡; 0), 𝑗 ∈ 𝒩 𝑢

𝑖 需要仔细地选择从而保证 OCP的初始可行。然而，
本章所提双模型策略的可行性依赖于解耦模型，所以本章所提的策略不再需要

严格选择的初始假设状态。

注 根据式(5.23)和 (5.25)中的条件可知，一旦控制参数 𝛼𝑖和 𝜀𝑖选定，预测

时域 𝑇 就能确定。我们通常想要获得一个较大的预测时域 𝑇 来保证 OCP的可行
性。然而，从条件 (5.19)中可以看出，𝑇 越大，触发阈值越小，这意味着触发频
率就越高。因此，预测时域 𝑇 的选择需要在满足条件的同时考虑触发情况。

5.4.3 稳定性分析

本部分给出定理5.7，说明整个系统稳定的充分条件。
定理 5.7 对于系统(5.2)，在假设5.1-5.5成立的前提下，如果以下条件成立

𝐿𝑄𝑖𝜆max(√𝑄𝑖)
𝐿𝑓𝑖𝜆min(√𝑃𝑖)

(𝜀𝑖 − 𝛼𝑖𝜀𝑖)(1 − 𝑒𝐿𝑓𝑖 (𝛥𝑖−𝑇 )) + (1 − 𝛼2
𝑖 )𝜀2

𝑖 < 𝜆min(𝑄𝑖)
𝜆max(𝑃𝑖)

𝛥𝑖(𝛼𝑖𝜀𝑖)2, (5.30)

𝜉 ⩽ 𝛽𝜀𝜆min(𝑃 −1/2𝑄̄𝑃 −1/2)
2 , (5.31)

那么在算法5.1下，闭环系统是稳定的。

证明 首先证明对每个子系统 𝑖，其终端约束集外的状态，即 𝑥𝑖(𝑡), 𝑥𝑖(𝑡) ∉ 𝕏𝑎
𝑖

将在有限时间进入到终端约束集 𝕏𝑎
𝑖。候选的 Lyapunov函数选为

𝑉𝑖(𝑡𝑟
𝑖 ) ∶= ̂𝐽𝑖(𝑥̂𝑖(𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 ), ̃𝑢∗
𝑖 (𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 )). (5.32)

考虑到稳定性约束(5.9g)，可以得到 𝑉𝑖(𝑡𝑟
𝑖 ) − 𝑉𝑖(𝑡𝑟−1

𝑖 ) ⩽ ̂𝐽𝑖(𝑥̄𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 ), ̄𝑢𝑖(𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 )) −
̂𝐽𝑖(𝑥̂𝑖(𝑡; 𝑡𝑟−1

𝑖 ), ̃𝑢∗
𝑖 (𝑡; 𝑡𝑟−1

𝑖 ))。
根据式(5.13)和 (5.14)，可以得到下式成立

̂𝐽𝑖(𝑥̄𝑖(𝑡; 𝑡𝑟
𝑖 ), ̄𝑢𝑖(𝑡; 𝑡𝑟

𝑖 )) − ̂𝐽𝑖(𝑥̂𝑖(𝑡; 𝑡𝑟−1
𝑖 ), ̃𝑢∗

𝑖 (𝑡; 𝑡𝑟−1
𝑖 )) = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐, (5.33)

其中

𝑎 ∶= − ∫
𝑡𝑟
𝑖

𝑡𝑟−1
𝑖

(‖𝑥̂𝑖(𝑠; 𝑡𝑟−1
𝑖 )‖2

𝑄𝑖
+ ‖ ̃𝑢𝑖(𝑠; 𝑡𝑟−1

𝑖 ))‖2
𝑅𝑖

𝑑𝑠,

𝑏 ∶= ∫
𝑡𝑟−1
𝑖 +𝑇

𝑡𝑟
𝑖

(‖𝑥̄𝑖(𝑠; 𝑡𝑟
𝑖 )‖2

𝑄𝑖
− ‖𝑥̂𝑖(𝑠; 𝑡𝑟−1

𝑖 )‖2
𝑄𝑖

)𝑑𝑠,

𝑐 ∶= ∫
𝑡𝑟
𝑖 +𝑇

𝑡𝑟−1
𝑖 +𝑇

(‖𝑥̄𝑖(𝑠; 𝑡𝑟
𝑖 )‖2

𝑄𝑖
+ ‖ ̄𝑢𝑖(𝑠; 𝑡𝑟

𝑖 ))‖2
𝑅𝑖

𝑑𝑠

+ ‖𝑥̄𝑖(𝑡𝑟
𝑖 + 𝑇 ; 𝑡𝑟

𝑖 )‖2
𝑃𝑖

− ‖𝑥̂𝑖(𝑡𝑟−1
𝑖 + 𝑇 ; 𝑡𝑟−1

𝑖 )‖2
𝑃𝑖

.
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根据式(5.28)可以得到 ‖𝑥𝑖(𝑠) − 𝑥̂𝑖(𝑠; 𝑡𝑟−1
𝑖 )‖𝑄𝑖 ⩽ (1 − 𝛼𝑖)𝜀𝑖，𝑠 ∈ [𝑡𝑟−1

𝑖 , 𝑡𝑟
𝑖 ]。因为

𝑥𝑖(𝑡) ∉ 𝕏𝑎
𝑖，所以有不等式 ‖𝑥̂𝑖(𝑠; 𝑡𝑟−1

𝑖 )‖𝑄𝑖 ⩾ ‖𝑥̂𝑖(𝑠; 𝑡𝑟−1
𝑖 )‖𝑄𝑖 −‖𝑥𝑖(𝑠)− 𝑥̂𝑖(𝑠; 𝑡𝑟−1

𝑖 )‖𝑄𝑖 ⩾
𝛼𝑖𝜀𝑖成立。因此，进一步得到

𝑎 ⩽ − ∫
𝑡𝑟
𝑖

𝑡𝑟−1
𝑖

(‖𝑥̂𝑖(𝑠; 𝑡𝑟−1
𝑖 )‖2

𝑄𝑖
)𝑑𝑠 ⩽ −𝜆min(𝑄𝑖)

𝜆max(𝑃𝑖)
𝛥𝑖(𝛼𝑖𝜀𝑖)2. (5.34)

根据研究 [152]，总是存在常数 𝐿𝑄𝑖 和 𝐿𝑃𝑖 使得对于任意 𝑥, 𝑦 ∈ 𝕏𝑖, 𝑖 ∈ 𝒱，不
等式 ‖𝑥‖2

𝑄𝑖
− ‖𝑦‖2

𝑄𝑖
⩽ 𝐿𝑄𝑖‖𝑥 − 𝑦‖𝑄𝑖 和 ‖𝑥‖2

𝑃𝑖
− ‖𝑦‖2

𝑃𝑖
⩽ 𝐿𝑃𝑖‖𝑥 − 𝑦‖𝑃𝑖 成立。因此，

我们可以得到

𝑏 ⩽ ∫
𝑡𝑟−1
𝑖 +𝑇

𝑡𝑟
𝑖

𝐿𝑄𝑖(‖𝑥̄𝑖(𝑠; 𝑡𝑟
𝑖 ) − 𝑥̂𝑖(𝑠; 𝑡𝑟−1

𝑖 )‖𝑄𝑖)𝑑𝑠

(5.29)
⩽ ∫

𝑡𝑟−1
𝑖 +𝑇

𝑡𝑟
𝑖

𝜆max(𝑄𝑖)
𝜆min(𝑃𝑖)

𝐿𝑄𝑖(𝜀𝑖 − 𝛼𝑖𝜀𝑖)𝑒𝐿𝑓𝑖 (𝑠−𝑡𝑟−1
𝑖 −𝑇 )𝑑𝑠

⩽
𝐿𝑄𝑖𝜆max(𝑄𝑖)
𝐿𝑓𝑖𝜆min(𝑃𝑖)

(𝜀𝑖 − 𝛼𝑖𝜀𝑖)(1 − 𝑒𝐿𝑓𝑖 (𝛥𝑖−𝑇 )). (5.35)

根据引理 5.1可以得到

𝑐 ⩽ ‖𝑥̄𝑖(𝑡𝑟−1
𝑖 + 𝑇 ; 𝑡𝑟

𝑖 )‖2
𝑃𝑖

− ‖𝑥̄𝑖(𝑡𝑟
𝑖 + 𝑇 ; 𝑡𝑟

𝑖 )‖2
𝑃𝑖

− ‖𝑥̄𝑖(𝑡𝑟
𝑖 + 𝑇 ; 𝑡𝑟

𝑖 )‖2
𝑃𝑖

− ‖𝑥̂𝑖(𝑡𝑟−1
𝑖 + 𝑇 ; 𝑡𝑟−1

𝑖 )‖2
𝑃𝑖

(5.29)
⩽ (1 − 𝛼2

𝑖 )𝜀2
𝑖 . (5.36)

综合式 (5.34)，(5.35)和 (5.36)，我们有

𝑉𝑖(𝑡𝑟
𝑖 ) − 𝑉𝑖(𝑡𝑟−1

𝑖 ) ⩽ −𝜆min(𝑄𝑖)
𝜆max(𝑃𝑖)

𝛥𝑖(𝛼𝑖𝜀𝑖)2 + 𝐿𝑃𝑖(𝜀𝑖 − 𝛼𝑖𝜀𝑖)

+
𝐿𝑄𝑖𝜆max(𝑄𝑖)
𝐿𝑓𝑖𝜆min(𝑃𝑖)

(𝜀𝑖 − 𝛼𝑖𝜀𝑖)(1 − 𝑒𝐿𝑓𝑖 (𝛥𝑖−𝑇 ))

(5.30)
< 0.

从而利用研究 [33]中定理 1，状态 𝑥(𝑡)，𝑥(𝑡) ∉ 𝕏𝑎将在有限时间进入 𝕏𝑎。

其次是证明整个系统的状态一旦进入终端集后将会一直在终端集 𝕏𝑎 里面。

由引理5.2可得到 𝑥(𝑡)𝑇 𝑃 𝑥(𝑡)沿着系统 𝑥̇(𝑡) = 𝐹 (𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)) + 𝑤(𝑡)的轨迹的导数为

̇𝑉𝑓 (𝑥(𝑡))|𝑥̇(𝑡)=𝐹 (𝑥(𝑡),𝐾𝑥(𝑡))+𝑤(𝑡)

⩽ −‖𝑥(𝑡)‖2
𝑄̄(𝛽 − 2‖𝑤(𝑡)‖𝑃

𝜆min(𝑃 −1/2𝑄̄𝑃 −1/2)‖𝑥(𝑡)‖𝑃
)

(5.31)
⩽ 0.

此结果意味着𝕏𝑎是一个鲁棒正不变集，从而状态将一直在集合𝕏𝑎里。证毕。 ∎
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注 定理5.6-5.7建立了保证 OCP迭代可行和整体系统稳定的充分条件，也
提供了控制参数选择的依据。实际算法实现时可以按照以下步骤确定控制参数。

1) 根据引理5.1和引理 5.2选择矩阵 𝑄𝑖, 𝑅𝑖，𝑃𝑖, 𝑖 ∈ 𝒱，并确定终端集 𝕏𝑎
𝑖。

2) 根据系统动态方程和系统所满足的约束，计算参数 𝜉𝑖和 𝜃𝑖𝑗，然后选择合适

的 𝛼𝑖。根据条件(5.23)-(5.25)和(5.30)确定预测时域 𝑇 和最小触发间隔 𝛥𝑖。

5.5 仿真验证

本部分将本章所提出的策略应用于三个物块-弹簧-阻尼子系统组成的系统
[91]来验证所提策略的有效性。
系统的动态方程描述如下所示：

𝑥̇11(𝑡) = 𝑥12(𝑡)

𝑥̇12(𝑡) = −𝑘𝑑
𝑚 𝑥12(𝑡) − 𝑘𝑠

𝑚 𝑒−𝑥11(𝑡)𝑥11(𝑡) − 𝑘𝑐
𝑚 (𝑥11(𝑡) − 𝑥21(𝑡)) + 1

𝑚𝑢1 + 𝑤1(𝑡)

𝑥̇21(𝑡) = 𝑥22(𝑡)

𝑥̇22(𝑡) = −𝑘𝑑
𝑚 𝑥22(𝑡) − 𝑘𝑠

𝑚 𝑒−𝑥21(𝑡)𝑥21(𝑡) − 𝑘𝑐
𝑚 (𝑥21(𝑡) − 𝑥11(𝑡)) − 𝑘𝑐

𝑚 (𝑥21(𝑡)

− 𝑥31(𝑡)) + 1
𝑚𝑢2 + 𝑤2(𝑡)

𝑥̇31(𝑡) = 𝑥32(𝑡)

𝑥̇32(𝑡) = −𝑘𝑑
𝑚 𝑥32(𝑡) − 𝑘𝑠

𝑚 𝑒−𝑥31(𝑡)𝑥31(𝑡) − 𝑘𝑐
𝑚 (𝑥31(𝑡) − 𝑥21(𝑡)) + 1

𝑚𝑢3 + 𝑤3(𝑡)

其中 𝑥𝑖1和 𝑥𝑖2（𝑖 = 1, 2, 3）分别是物块 𝑖的位移和速度。𝑚是物块的质量，𝑘𝑠是

物块 𝑖的局部非线性弹簧刚度，𝑘𝑑 是局部粘滞阻尼，𝑘𝑐 是不同物块之间相互连

接的弹性刚度，𝑢𝑖是控制输入，𝑤𝑖是外部扰动。系统的各个参数为：𝑚 = 1.25 kg，
𝑘𝑠 = 0.7N/m，𝑘𝑑 = 1.3Ns/m，𝑘𝑐 = 0.005N/m。外部扰动为𝑤𝑖 = 0.0027，𝑖 = 1, 2, 3。
状态和控制输入约束为：𝕏𝑖 = {𝑥𝑖 ∶ −1m ⩽ 𝑥𝑖1 ⩽ 1m, −1m/s ⩽ 𝑥𝑖2 ⩽ 1m/s}，
𝕌𝑖 = {𝑢𝑖 ∶ −1N ⩽ 𝑢𝑖 ⩽ 1N}。三个物块的初始状态分别是 𝑥1(0) = [0.5, 0],
𝑥2(0) = [0.5, 0]，𝑥3(0) = [−0.55, 0]。
为了执行算法5.1，令采样间隔 𝛿𝑖 = 0.1s，𝑖 = 1, 2, 3。权重矩阵设置为 𝑄𝑖 =

𝑄̃𝑖 =
[

0.2 0
0 0.2]

,𝑅𝑖 = 𝑅̃𝑖 =
[

0.1 0
0 0.1]

, 𝑖 = 1, 2, 3。基于此，根据假设5.3，利用LQR

计算得到局部状态反馈控制律为𝐾1 = 𝐾3 = [−0.8752 −1.1245], 𝐾2 = [−0.8724 −

1.1230]。根据引理5.1 和引理 5.2得到 𝑃1 = 𝑃3 = ̃𝑃1 = ̃𝑃3 =
[

0.2915 0.1094
0.1094 0.1406]

,

𝑃2 = ̃𝑃2 =
[

0.2911 0.1091
0.1091 0.1404]

，𝜀𝑖 = 0.19，𝑖 = 1, 2, 3。那么，根据假设5.2，系统

的 Lipschitz常数为 𝐿𝑓𝑖 = 2.5，𝑖 = 1, 2, 3。最后根据定理5.5-5.7，可以选择参数
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图 5.2 每个物块的状态轨迹
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图 5.3 每个物块的控制输入

𝛼𝑖 = 0.97，预测时域为 𝑇𝑖 = 0.7s，𝑖 = 1, 2, 3。
仿真结果如图5.2-5.5所示。各物块的状态 (位移、速度)和控制输入如图5.2-

5.3所示。可以看出，闭环系统是稳定的，状态和控制输入约束是满足的。传统
自触发机制 ([55, 125, 147])和本章所提算法下各物块的触发时刻分别如图 5.4和
图5.5所示。触发的总次数可以表示通信资源的消耗。可以看出，在 10s中，图5.4中
触发次数为 12次，图5.5中触发次数为 6次。传统自触发机制和本章所提算法的
平均计算时间分别为 2.0247s和 1.8023s。所以，本章所提算法可以更有效地节省
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图 5.4 传统自触发机制下的触发时刻
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图 5.5 所提算法下的触发时刻（蓝线）和采样时刻（红线）

通信和计算资源。为了证明所提算法在提升控制性能上的优势，我们将所提算法

与周期性触发的控制性能进行了比较。定义如下的性能指标

𝐽 =
10

∑
𝑡=0

3

∑
𝑖=1

(‖𝑥𝑖(𝑡)‖2
𝑄̃𝑖

+ ‖𝑢𝑖(𝑡)‖2
𝑅̃𝑖

).

所提算法下的控制性能指标是 2.6391，周期性触发下的控制性能指标为 2.6148。
所以，本章所提算法具有与周期性触发相当的控制性能。
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5.6 本章小结

本章针对耦合非线性系统提出了一种滚动 ST-DMPC策略。该策略一方面在
保持良好的控制性能的同时简化了分布式模型预测控制算法的设计，另一方面

显著降低了计算和通信负担。建立了算法迭代可行和系统稳定的充分条件。最终

通过数值仿真验证所提策略的有效性。
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第 6章 总结与展望

6.1 本文的主要研究工作

分布式模型预测应用范围越来越广，其实施需要在线求解局部优化问题，并

通过通信网络传输求解得到的信息。因此，需要消耗计算和通信资源。在能源高

效利用和一些实际应用背景下，对计算和通信资源的消耗提出了要求。鉴于此，

本文主要研究分布式模型预测控制的事件驱动策略设计，主要目标是达到系统

所需控制性能的同时节约资源，从而使得分布式模型预测控制能在理论和实际

中得到更广泛的研究和应用。本文针对分布式模型预测控制的事件驱动策略设

计所存在的四个主要问题展开了深入研究，提出了相应的解决方法。本文的主要

工作总结如下：

1. 首先，面向 Lyapunov分析方法保守的触发策略设计（对应第2章），提出
了自适应 ET-DMPC策略。具体包括在局部优化问题中定义了新的约束收
缩集，使得多智能体系统的真实状态约束得以满足。设计了自适应事件触

发条件，其包含了一个可变的预测时域，在保证优化问题迭代可行的基础

上充分降低了计算和通信资源消耗。考虑到用传统 Lyapunov 方法分析多
智能系统一致性带来的控制参数设计保守问题，本文设计了衰减的预测时

域。随着状态逐渐靠近终端区域，预测时域的值会逐渐减到 1，这就意味
着每个智能体都能在有限时间进入定义的终端约束集，进而保证了跟踪一

致性，避免了使用保守性高的传统 Lyapunov分析框架。
2. 接着，面向邻居信息非精确可知的触发策略设计（对应第3章），提出了
复合 ET-DMPC策略。考虑到触发导致的邻居估计误差累积会使得单个以
Lyaounov函数递减原则设计触发条件的保守性，本文设计了另一个与邻居
估计信息无关的稳定性触发条件，二者以并行的方式触发，从而充分地降

低了触发频率。另外，在终端约束集内构造了一系列基于反馈增益的开环

控制序列，解决了传统使用双模策略导致的终端约束集内频繁发送问题，

节约了通信资源。最后，利用反证法证明了即使 Lyapunov 函数可能不递
减，系统依旧稳定。

3. 其次，面向预测模型不精确的触发策略设计（对应第4章），提出了基于扰
动预测的 ET-DMPC策略。具体来说，针对一般受扰非线性系统提出了基
于中心路径的扰动预测方法，预测了系统外部扰动未来时间的行为。基于

预测扰动构造了含有扰动预测项的预测模型，从而更为精确的预测系统的

状态轨迹。此外，基于扰动变化率设计了新型约束收缩方案，保证了真实

状态约束可以满足。从理论上证明了此策略会使得触发间隔更大，触发频
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率更低。在此基础上，研究了特殊的输入仿射非线性系统。基于扰动的分

离和补偿方法，将匹配扰动全部补偿，不匹配扰动予以预测，从而更为有

效地抑制了扰动，更有效地降低了触发频率，节约了计算和通信资源。

4. 最后，面向系统动态互联的触发策略设计（对应5章），提出滚动 ST-DMPC
策略。考虑到动态耦合导致的状态预测误差难以估计且算法设计复杂，设

计了一种双模型控制策略。具体来说，一方面，利用解耦的模型来估计状

态预测误差，并基于此设计了可行性触发条件，避免兼容性等约束的使用，

从而减少了有待设计的控制参数。另一方面，利用耦合模型预测系统未来

轨迹，优化了控制性能。考虑到利用解耦模型会使得状态预测误差估计保

守，设计了新型滚动自触发机制。具体来说，在两个相邻触发间隔间加入

由自触发机制决定的采样时刻，在采样时刻得到此时系统的真实状态预测

偏差，基于此偏差估计未来时刻的状态预测误差，有效地降低了误差估计

的保守，从而有效降低触发频率。理论上证明了此策略能更有效地降低计

算和通信负载。

6.2 研究展望

尽管本文已经对分布式模型预测控制的事件驱动策略设计问题进行了研究，

并取得了一些研究成果。但是，在本文的研究过程中依然存在一些不足和值得进

一步研究的问题。这里，作者根据自己的研究心得，将自己期待后续解决的问题

总结如下：

1. 数据包丢失情况下的事件驱动分布式模型预测控制：本文假设的是数据包
完美传输下的控制问题，但是实际一些情况下数据包传输会受到信道拥塞、

传输碰撞、干扰等引发传输错误，从而不可避免地出现丢包现象。这种丢

包会导致子系统本身局部信息或子系统邻居的信息传输丢失，从而影响系

统整体的控制性能。因此，如何在数据包丢失情况下设计有效的事件驱动

分布式模型预测控制方案具有重要理论意义和实际价值。

2. 基于数据驱动的事件驱动分布式模型预测控制：本文第4章研究了预测模
型不精确导致事件频繁触发的问题，提出了基于扰动预测的策略，从而提

高了预测精度，但是此方法还是依赖于系统的模型。受到基于数据驱动控

制的启发，在一些可采集到丰富数据的系统中，用纯数据替代数学模型，从

而减少对精确模型依赖，更有效降低触发频率。如何基于数据驱动并从理

论上保证算法的可行性和系统的稳定是个非常值得研究的内容。

3. 基于扰动预测和自适应时域联合设计的事件驱动分布式模型预测控制：为
了提高模型预测精度，从而减小模型预测误差，降低触发频率，本文第4章
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提出了基于扰动预测的方法。非耦合系统的分布式模型预测控制中，局部

优化问题的代价函数中含有邻居系统的估计信息，所以使用传统 Lyapunov
方法分析稳定性有一定保守性，于是本文第2章提出自适应时域的方法保
证了稳定性。将二者联合设计，既提高预测精度，又降低参数设计保守性，

更有效降低计算和通信负载，是有研究价值的。如何在预测模型中融合了

扰动预测项的情况下，基于自适应时域保证可行性是值得研究的内容。

4. 事件驱动分布式模型预测控制在电力优化调度方面的应用：传统的火力发
电会产生二氧化碳，并且不合理的调度方案会浪费所发的电，造成更多的

二氧化碳排放。新能源发电则不会产生二氧化碳等污染，所以在当前双碳

的倡导下，如何优化调度传统发电和新能源发电，并优化城市配电方式从

而减少碳排放是重要意义的。基于事件触发的分布式模型预测控制可以预

测城市未来用电量，并且可以处理诸如电力潮流约束，碳排放约束等约束，

所以将此方法应用于电力优化调度具有重要实际价值。
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